Czerwiec 2014 rok (poziom rozszerzony)(stara matura)
Zadania otwarte

Zadl. |x + 6] —2|x —4| <2x—-3
Okreslamy znak poszczegdlnych wyrazen pod wartoscig bezwzgledna:

—x—6 dlax € (—w; —6)
Ix + 6] _{x+6 dla x € (—6; +)
Ix — 4] ={—x+4 dlax € (—; 4)
x—4 dlax€(4; +)
Rozwigzujemy nieréwnos¢ dla poszczegdlnych przedziatow:
1)dlax € (—c0; —6) mamy: 3) dla x € (4; +c0 ) mamy:
—x—6—2(—x+4)<2x-3 x+6—-2(x—4)<2x-3
—-x—6+2x—8<2x—-3 x+6—-—2x+8<2x—-3
—Xx+2x—2x<-3+6+8 xX—2x—2x<-6—-8-3
—x < 11]-(-1) —3x < —17|: (—3)
x=—-11 A x€(—o; —6) = (—11;—6) Xx>52 A x€(4; +o) = (52: 4+00)
2)dla x € (—6; 4) mamy: o dpovgie dz 3
x+6—2(—x+4)<2x-3 2
X4+ 64+2x—8<2x—3 x € (—=11; —6) U (—6; —1)U(5§;+00)=
3x—2x<8-6-3 x €(—11; —1) U(52; +0)

x<-1 A x€(—-6; 4) = x(—6; —1)
Zad 2. Oznaczmy AB =x; BC =y; AE = h — wysokos$¢ tréjkata ABD

3 3 A, 15v3
sina = Zczyllf " 4h = 3-5V3 h=—— "
Z faktu ze w czworokagt ABCD mozna wpisa¢ okrag mamy
6+x=5V3+y x=5V3-6+y

3 15V3
o__1n Vs _ 4
Z trojkata ABE mamy sin 60° = czyh 501y
x/§(5x/_—6+y)=2-¥ 15— 6V3+yV3 = 15[
W3 =28 15+ 6V3 w3 =28 1513

27 15V3

y = 7‘? 135——_135—5x/_

x =5vV3 - 6+y—5\/— 6+13,5—-5V/5=—-6+135=75
Pozostato policzy¢ dtugos¢ przekatne;j BD

Odcinek DE policzymy z faktu: cos a = —3 DE = cos a - 5v/3 Mamy dany sina = > to z jedynki

7 \/—
trygonometrycznej mamy: cOS @ = ’1 - /1 - E

DE=cosa-5\/——_-5\/—__

Odcinek BE obliczymy: cos 60° = i BE = cos60°-7,5 = %1?5 = 175
5v21 5v21+15

BD =DE+BE =22 41—
4 4 4

Odpowiedz: W czworokacie ABCD bok AB ma dhugos¢ 7,5 bok BC = 13,5 — 5v/5 a przekatna
5v21+15
BD = —,

Zad 3. x(x — 1) + y(y — 1) = xy — 1 przeksztalcamy do postaci:
x? —x+y?—vy—xy+ 1= 0 Teraz korzystamy z oczywistych nieréwnosci
(x —1)2 = x? — 2x + 1 > 0 dla kazdej liczby rzeczywistej jako kwadrat liczby
(y—1%=y2-2y+12>0
(x—y)2=x2-2xy+y?>0
Teraz gdy dodamy te nieréwnosci otrzymujemy
x2—=2x+14+y2=2y+1+x%—-2xy+y?=>0czyli



2x2 —2x+2y* =2y +2—2xy =0[:2
x?—x+y?—y+1—xy = 0 czyli otrzymali$émy nieréwno$¢ ktéra byta do udowodnienie.

Zad4. —2sin3x > 1 x €(0; 2m)
—2sin3x > 1|: (-2)
sin3x < —% wiemy ze sin 3x = —% dla 3x; = %n + 2k 3x, = %n + 2km czyli nieréwnos¢ jest

spelniona dla przedziatéw 3x € (gn + 2km; %n + 2km) dzielac wszystko przez 3 otrzymujemy
xe(ln+gk7r; E7T+Ek7r)
18 3 18 3

teraz trzeba ustali¢ odpowiedz dla x € (0; 2m)

dak=0x€(=m =—m); k=1x€(=m+om —n+im)=(=m Zn)
1 STt 2 W 3 e 4 704 24
k=2xe(—=n+2--m;, =n+2-=n)y=(—=n+-m;, —n+-n)=(—n+—m, —n+—m)
i L 3 18 3 18 3 18 3 18 18 18 18
= (En; En) uwaga: [En < 271]
Odpowiedz: rozwigzaniem nierdwnosci sg przedziaty:
€(=m —“muiern 2nuiEn S
x 18’ 18 18’ 18 18"’ 18
F B
Zad 5. Udowodni¢ Ze jezeli tréjkat jest prostokatny i
ACDE oraz BCGF kwadraty to |[KC| = |LC]| L
Przyjmijmy: AC = DE =a; BC=FG=b; CL=x;
CK =y. G C A
I) Tréjkaty ACL 1 AGF sg podobne jako prostokatne
majace wspolny kat XCAL = <GAF.
Tak wiec mozna zapisaé proporcje o= = <= czyli —— = =
f PISac proporeje o = r XY s T b
@
" a+b
IT) Tréjkaty BCK 1 BDE tez sg podobne bo tez sg prostokatne
1 maja wspOlny kat «CBK = «<DBE D
L . . .. BC _CK . by E
Tak samo zapisujemy proporcj¢ odcinkéw 5 = D czyli Py
a-b
wrb i
Otrzymali$my teze¢ zadaniax =y = %

Zad 6. x* + 2m—5)x+2m+3=0
I) maja by¢ 2 pierwiastki czyli A> 0
A=(2m —5)2—4-1-(2m+3) =4m? —20m + 25— 8m — 12 = 4m? — 28m + 13
4m? —28m+ 13 >0

A,=(—28)2—4-4-13 =784 — 208 =576 V576 = 24
28—-24 4 1 28+24 52 13
m1: = —-= - m2: :—:—:6,5
2-4 8 24 8 2

m € (—o0; 0,5) U (6,5 +o0)
II) pierwiastki spetniajg warunki (x; + x,)? = x? - x2 > x? + x2
Z wzoréw Viete’a mamy: x; + x, = - = _2ml—5 =5-2m X1 Xy = 2 =2m+3
tak wiec: (x; + x,)2 = (5 — 2m)? = 25 — 20m + 4m?
x2ox2=(x;°%)>=02m+3)2=4m?> +12m+9
x2 4+ x2 = (x;+x)%2—2x; x, =25 —20m +4m? —2(2m+3) =4m? —20m + 25— 4m — 6 =
=4m? — 24m + 19
Mamy wigc do rozwigzania nierownosci:
4m? —20m + 25 >4m? +12m+9 oraz 4m? +12m+ 9 > 4m? — 24m + 19




a) 4m? —20m + 25> 4m?> + 12m +9
4m? —4m?* - 20m—12m+25—-9>0

—32m+16 >0 —32m > —16|: (-32) m <
m € (—oo; %)

b) 4m? + 12m + 9 > 4m? — 24m + 19

4m? —4m?* +12m+24m+9-19>0

36m—10>0 36m > 10]: 36 m>2=2

m e (15—8; +0)

Odpowiedzia bedzie czes¢ wspdlna przedziatow:

[(=o0; 05)U(65; +oo)] N (o0 )N (%5 ) = (5 )

Odpowiedz: Zadanie ma rozwigzanie dlam € (15—8; l)

Zad7.y = %x - % na tej prostej lezy odcinek o dtugosci 4 a symetralna tego odcinka przechodzi przez
punkt: P = (0; 6)

e

prostay = %x - % ma wspotczynnik kierunkowy a = % wiec do niej prostopadta ma wspétczynnik:

4 3 4
a = —7 mamy: - (_5) =-1
Symetralna szukanego odcinka ma wigc posta¢ y = — %x + b i przechodzi przez punkt P = (0; 6)
mamywi¢c6=—§-0+b b==6

Czyli posta¢ kierunkowa prostej bedacej symetralng odcinka AB toy = — %x +6

Teraz rozwigzemy uktad réwnan aby obliczy¢ wspétrzedne punktu przecigcia tych prostych czyli srodek
odcinka AB

3 3
y 4x 2 , . , . 3 3 4
4 poréwnujgc rOwnania mamy =x — == —=-Xx + 6
==z 4 2 3
y = 3x+6
3 4 9 16 25 15 12
-x+-x=6+1,5 = —x+—=x=75 = —x=—|"=
4 3 12 12 12 2! 25
180 3 . . . 3 18 3 54 30 24 6
x = — = 3= po wstawieniu do [ r6wnania mamy: y = - ——-=———=— = —
50 5 4 5 2 20 20 20 5

S = (3 %; 1 %) wspotrzedna srodka odcinka AB.
3

Odcinek AB lezy na prostej y = %x — % wiec punkty A i B majg wspétrzedne (x; %x — E)

Punkty te leza tez na okregu o Srodku w punkcie S = (3 %; 1 %) 1 promieniu r = 2
3 3

3 2 1 2
Punkty te wigc spetniaja rownanie (3 . x) + <1 . (Zx — 5)) = 22

(Ex) 4 (E-ix4d) 24 (Box) 4 (Boixi ) oy

5 5 4 5 10 4 10



2
3 3x
o (2 o
5 4 4

324 36 729 81

——=x+x*+ —x+—x*=4

25 s 100 207 ' 16

2 81 144 729 1296

Bz By M,y 1% 4o

16 20 20 100 ' 100

25 5, 225, 2025 400 _

16 20 100 100

25 2 45 1625 _

16 4 100

25 45 | 65

=x?-=x+—=0]|-16

16 4 4

25x% — 180x + 260 = 0]:5
5x2 —36x+52=0

A= (—36)2 —4-5:52 =1296 — 1040 = 256 V256 =16

_ 3616 _20_ y, = 36%16 52 _ 1 _ 26
M=% T 27 25 T 10 s s

-3,_3 =3.2_3_3_3_9 3,26 _3_78_30_18_,2
Y=3*73 Yi=7 2 2 2 M= 572720 20 20 “5
Odpowiedz: szukane konce odcinka AB majg wspétrzedne: A = (2; 0) B = (5§ ;2 %)

Zad 8. Dane sg trzy liczby: x; y; zitworza cigg geometryczny czyli:

X = ayq; y=a°q z=a;-q*
W kolejnosci y; x; z jest to cigg arytmetyczny czyli mamy:
y = by; X=by+r; Z = by + 2r lub uzywajac oznaczen z ciggu geometrycznego mamy:
a, " q; ag; a, - q2 jest ciggiem arytmetycznym wiec zachodzi zwiazek:

Daj—a;-q=a,-¢* —
Dane jest jeszcze ze by —7; by +71; by + 2r + 3 jest ciaggiem geometrycznym. Czyli

a, q—7; ay; a, - q* + 3 - cigg geometryczny czyli spetniajgcy zwigzek
.2
ID) - c: == Lrd’+3 wracajgc do oznaczenia x = a, i wykorzystujac I oraz II mamy uktad rownan:
a—
xX—x-q=x"q*—x
x _ xq%+3
xq—7 T x
{x—xqzxqz—x {x—xq+x—xq2=0
x2=(xq—7)(xq*+3) W?=(xq—7)(xq*+3)1
{2x—xq—xq2=0 {x(Z—q—q2)=0
x2=(xq—7)(xq*+3) W?=(xq—7)(xq?+3)

Patrzac na réwnanie I: x(2 — g — g%) = 0 oczywiscie x # 0 czyli mamy:
2—q—-q¢*=0czyli—q>—q+2=0

A=(-1)?-4-(-1)-2=1+8=9 V9 =3
1-3 -2 . . : 143 4

h=55=53" 1 niezgodne z zatozeniem zadania g, = v it -2
Majac obliczone g = —2 mozemy z Il réwnania obliczy¢ x.
x? = (xq — 7)(xq? + 3) czyli x? = (—2x — 7)(x(—2)? + 3)
x? = —8x? —6x — 28x — 21
x2+8x2+6x+28x+21=0
9x2 +34x+21=0
A=34%2—-4-9-21 =1156 — 756 = 400 V400 = 20

_D34-20 _ -54 g y, o T30 147
=TT T e T 27 20 T 18~ 9
Mamywi¢c2rozwiqzania:dlaxz—g; y=—§-(—2)=%; Zz—g-(—2)2=—£-4=—§
dlax = —3; y=-3-(=2) = 6 z=-3-(=2)?=—-3-4=—12

Odpowiedz: Mamy dwa rozwigzania: Liczbami spelniajacymi zadanie s3:
{—g; 1’74; —?} lub {-3; 6; —12}



Zad 9. W(x) = 6x3 + (m + 4)x? — 2x — 1 Reszta przy dzieleniu przez x — m wynosi 8
Oznacza to ze gdyby m podstawi¢ za x to wartos¢ wielomianu wyniesie 8
Wm)=6m3+(m+4)m?-2m—-1=8
em3+m3+4m? —-2m—-1-8=0
7m3+4m? -2m—-9=0
wida¢ wyraznie ze pierwiastkiem rownania jest m = 1
7-1344-12-2-1-9=0
7+44-2-9=0
Teraz trzeba wykona¢ dzielenia wielomianéw (7m3 + 4m? —2m — 9): (m — 1)
Mozna to zrobi¢ metoda Hornera:

7 4 -2 -9
obliczenia 1-74+4=11 1-11-2=9 1-9-9=0
pierwiastek 1 7 11 9

Po wykonaniu dzielenia otrzymaliémy wielomian 7m? + 11m + 9

Szukamy dalszych pierwiastkéw

7m?+11m+9=0

A=11%2—-4-7-9=121-252 =-131 A< O

Z uwagi ze A< 0 nie ma dalszych pierwiastkéw wielomianu 7m3 + 4m? — 2m — 9

Teraz dlam = 1 wielomian W (x) = 6x3 + (m + 4)x? — 2x — 1 przyjmuje postaé:
Wkx)=6x3+(1+4)x?—-2x—1=6x3+5x>—-2x—1

Szukamy pierwiastkow tego wielomianu czyli rozwigzujemy rownanie:

6x3 + 5x% — 2x —1 = 0 widzimy ze dla x = —1 réwnanie jest spelnione
6-(—1)3+5-(-1)?=-2-(-1)—-1=0

—-6+5+2-1=0

Teraz trzeba wykonaé dzielenia wielomianéw (6x3 + 5x% — 2x — 1): (x + 1)

Wykonamy to metoda Hornera

6 5 -2 -1
obliczenia -1:6+5=-1 | -1-(-1)-2=-1 -1-(-1)-1=0
pierwiastek - 6 -1 -1
Po wykonaniu dzielenia otrzymali$my wielomian 6x% — x — 1
Szukamy dalszych pierwiastkéw

6x?—x—1=0

A=(—1)2—4'6'(—1)=1+24=25 V25 =5
15 _-4__1 _ 15 _6 1
X2 =5 T 127 T3 37 26 12

2
Odpowiedz: Pierwiastkami wielomianu W (x) = 6x3 + (m + 4)x? — 2x — 1 dlam = 1 sg liczby

-3 Y

Zad 10. PABS = PBCS = 250, PCDS = PADS = 187,5, AS =CS
Obliczymy wysokosci $cian.
PA:%a'h PABS:%IZSIhl PCDS:%.ZS.hZ
250 =12,5-hy|: 12,5 h, =20
Wysokosci tréjkatow ABS 1 BCS wynosza hy = 20
187,5 = 12,5 h,|: 12,5 h, =15

Wysokosci trojkatéw CDS i ADS wynosza h, = 15
Dodatkowo korzystajac z faktu ze AS = CS mozna wykona¢ konstrukcje

. e . e L. A
i okresli¢ gdzie znajduje si¢ spodek wysokosci ostrostupa O.
Punkt O lezy na przekatnej BD, dodatkowo widzimy ze wysokos¢ ostrostupa SO w wysokos$ciami $cian
bocznych h; i h, tworzy dwa rézne trdjkaty prostokatne (wysokos¢ H = SO prostopadta do podstawy)
natomiast dtugos$¢ krawedzi podstawy zostata podzielona na dwa odcinki x oraz 25 — x. Na podstawie
twierdzenia Pitagorasa mozemy zapisa¢ dwa rOwnania

H? + x% =h} i H? + x? = 15?
{HZ +(25—x)2 = p2 " {HZ + (25 — x)? = 207

25 B



2 2 _
{H +x° =225 z I réwnania mamy: H? = 225 — x?

H? 4+ 625 — 50x + x2 = 400
po wstawieniu do II réwnania otrzymujemy:

225 — x% + 625 — 50x + x% = 400

—50x = 400 — 625 — 225 = —50x = —450]: (—50) = x=9
H>+9%2=225 =  H?=225-81 = H*=144 = H=+144=12
Pozostalo nam obliczy¢ objetos¢ ostrostupa.

V=2-a H=2-252-12 = 6254 = 2500

Odpowiedz: Objetos¢ ostrostupa wynosi 2500.

Zad 11. Wszystkich kul w urnie jest 4 + 3 + 2 + 1 = 10 a losujemy 3 wigc ilo§¢ mozliwos$ci losowan to

kombinacja Q = (130) — 10t _ 8910 _ 720 _ 45

3170 123 6
Mamy wylosowac¢ 3 kule ale kazda inna. Z 4 koloréw kul wybieramy 3 kolory mamy takie 4
mozliwosci:

I) {biala; czarna; zielona} =4-3-2 = 24

1) {biata; czarna; niebieska} =4-3-1=12
) {biata; zielona;niebieska} =4-2-1=18
IV) {czarna; zielona;niebieska} =3-2-1=6
A=24+12+8+6=50 PA)=-=2>

120 E
Odpowiedz: Prawdopodobienstwo tego ze losujac 3 kule kazda bedzie innego koloru wynosi 15—2



