Maj 2014r - poziom rozszerzony

Zadania otwarte

Zad 1. f(x)=|x+3|xﬂ x#0
_(x+3 dlax > -3
|x+3|_{—x—3 dlax < -3
|x—3|={x_3 dlax =3
—x+3dlax<3
(ZX=37xH3 dlax < -3
f(x)=<x+3_x+3 dlax € (=3; 3) x # 0 czyli:
\x+3+x—3 dlax23
—Zxx
(22X dla x < -3
X
f(x)=<§ dlax € (=3; 0)U(0; 3) czyli
\Z_x dlax = 3
X
-2 dla x < -3
f) =42 dlaxe(=3; 0)u(0; 3)
2 dlax = 3

Tak wiec mamy funkcje stalg f(x) = —2 dla x € (—o0; —3) podobnie f(x) = 2 dlax € (3; +ox)
oraz hiperbole f(x) = % w przedziale x € (—3; 3)x # 0
Odpowiedz: Zbiér wartosci tej funkcji to y € (—oo; —2) U (2; +)
Zad2. f(x)=x>—-—(0Cm+2)x+2m+5
1) dwa rézne pierwiastki A> 0
A=2m+2)?—-4-1-2m+5) =4m?*+8m+4—8m—20 =4m? — 16
4m? —16 >0
4(m?—-4) >0
4(m+2)(m—-2)>0
m € (—oo; —2)U (2; +o0)
A=(x;; 0) B=(xy; 0) x+y+1=0
Odlegto$¢ punktu A = (x;; 0) od prostej x + y + 1 = 0 wyrazi si¢ wzorem:

d. = [1:x1+1-0+1] _ |xq+1]

™ Vizxz T vz
tak samo odlegto$¢ punktu B = (x,; 0) od prostej x + y + 1 = 0 wyrazi si¢ wzorem:
d. = [1-25+1-0+1] _ [xo+1]

2 ViZ+12 V2

2) teraz zapisujemy warunek z zadania:

g +10N\2 | (lea+1)2 .
(—ﬁ 2) + (—\/2E ) = 6 czyli
(x; + 12+ (x, +1)2 =12
xE4+2x, +14+x5+2x,+1=12
X%+ x5 + 2x, + 2x, = 10
(x; + x3)% — 2x;x, + 2(x; + x,) = 10 Teraz korzystamy ze wzoréw Viete’a
X1 + X, =_7b=2";+2=2m+2 X1X; =§=2";+5=2m+5
Cm+2)?-22m+5) +22m+2) =10
4m?2+8m+4—4m—-10+4m+4 =10
4m? +8m — 12 = 0|4
m?+2m—-3=0
A=22—-4-1-(-3)=4+12=16 V16 =4
my = _22_4 = _76 =-3; -3¢ (—o; —2)U(2; +w) m, = =
Odpowiedz: Istnieje jedno rozwigzanie m = 1




Zad3. +3cosx=1+sinx x €(0; 2m)
v3cosx =1+ sinx
V3 cosx —sinx = 1[:2
V3 1, 1 . T 3 .om 1
—CosXx —=-sinx = - podstawiamy cos—=—  sin—=-
2 2 2 6 2 6 2
T LT 1
cos—cosx — sin—sinx = -
6 6 2
1

cos(z+x)=—
6 2

Ztx=2+2kn v I+x=Z+2kn
dla k = 0 mamy x, =§—%=E Xy =2?”—%=§7t =§ dla k = 1 i nastepnych odpowiedzi

3
wychodzg poza przedziat (0; 2m)
Zad4. (x+1) g + (y+ 1)% > 2 Przeksztat¢my tozsamos$ciowo tg nier6wnos¢

(x+1)§+(y+1)%>2|-xy

(x+ Dx?+ (y+ Dy? > 2xy
3+ x2+y3+y%>2xy
B+ x2+y3+y2-2xy>0
x2=2xy+y*+x3+y3>0
(x —y)? + x3 + y3 > 0 Tu juz wida¢ ze nieréwno$¢ jest prawdziwa dla kazdej liczny dodatniej x i y.
Kwadrat réznicy takich liczb jest nieujemny jak réwniez trzecie potegi tych liczb sg dodatnie.
Zad 5.

Trojkat ABC jest prostokatny bo ma boki dtugosci: r + 2r; r + 3r; 2r + 3r czyli 3r; 4r; 5r
Z twierdzenia Pitagorasa mamy: (3r)% + (4r)? = (57)? czyli 9r% + 1612 = 2572

Pole tréjkata ABC tatwo obliczyé: Pygc = % 3r-4r = 12—2r2 = 6r?

4

Tak wigc w prostokatnym tréjkacie ABC mamy: cos a = z—: = % cosf = g—: =z

Tréjkat AMK jest prostokatny réwnoramienny wiec |[MK| = rv2 ze wzoru na przekatng kwadratu
Stosujac twierdzenia cosinuséw dla tréjkatéw BKL i CLM obliczymy dtugosci odcinkéw KL i ML.
ILK|? =x*>=Q2r)>+ (2r)?—=2-2r-2r-cosa

x? = (2r)* + (2r)* —2-2r-2r-§

x% =4r% 4+ 4r? — 8r? %

8-312 40712 -2412 1612 ar 4+/Sr
x> =8r’—— = xi=— = x2 = 4
5 5 5 V5 5

ILM|* = y* = (3r)> 4+ (3r)* — 2 3r - 3r - cos B
y? = (3r)2+(3r)2—2-3r-3r-§
y2 = 9r2 4 912 — 182 g

18-472 _90r2—72r2 2 _ 1812

2 — —
= V=T = V=7 Y=~ "5 T 5 T

|
l

y? =18r% —



Teraz aby obliczyc' pole tréjkqta MKL policzymy cos <MLK = cosy z twierdzenia cosinusow
(r\/_) (W_r) + (wsﬁr) -2 i %_r cosy

16'5 9-10 24+/50
2r2 = 128,2 4 20,2 209012 o5y

25 25 25

80 90 24-5V2
2r2=—r*+—r?——=r%-cosy

25 25 25
2442 70
—r2.cosy =—r?—2r?
5 25
2442 4 10

r2-cosy ==r?—=r?
5 5
24 5
24V2 5 24 5 =T 1 V2
—Tr°-cosy =—r =3 cosy = = cosy=—==— = y =45°
5 y 5 )/ 24ﬁr2 y \/E 2 y
5

: V2
siny = —

1 1 45  3Y10  v2 _ 12V100 , 12110 5, 12 5 6 o5
Pyixk =z"x-y-simy=--—71-—71"-—= re = re=—rc=-r

2 2 5 5 2 100 100 10 5
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Zad 6.

a+2a+4a = 180°

o 180° _ 3\’ _ 6\’
7a = 180 = a="=(25 ) 2a = (513) 4a = (1022)
Tréjkat wigc jest rozwartokatny.
Korzystajac z faktu ze kat srodkowy ma miar¢ dwa razy wigksza od kata wpisanego opartego na tym
samym tuku otrzymujemy: ¥<BSC = 2 - ¥BAC = 2a <<ASC = 2-<ABC = 4«

XASB = «BSC + <ASC = 2a + 4a = 6a
Tak wiec katy w kolejnosci 6a; 4a; 2a tworza ciag arytmetyczny r=-2

100

Zad 7. Mamy cigg geometryczny o wyrazach dodatnich S;4y = al Jezeli jest to ciag

geometryczny, to cigg ztozony z co drugiego wyrazu tez jest geometryczny o ilorazie q2
_(q2)50

Slso = a4 - suma wyrazow o numerach nieparzystych zaczynajacych si¢ od a,
2150

S250 = a, = (q ) - suma wyrazow o numerach parzystych zaczynajacych si¢ od a,
1-(43)* 1-(4%)*

G = 100 - A5 =  a; = 100a, alea, =a;-q

a, =100a, - q = 100g = 1 = (;:Hl0

loga, +loga, +logaz + -~ +loga;go = 100 z wlasnos$ci logarytmu mamy:

log(a, - a, - as -+ aspe) = 100 Z definicji logarytmu mamy:

ay-Ay Qg " Agg0 = 10100

2 3 99
1 1 1 1 100
a - a  — a . — - a - — " see ® a . — -_ 10
11 490 "1 (100) 1 (100) 1 (100)



100 . (L)1+2+3+m+99 — 10100 p . Cod ) Kadniki sie dodai
a, = rzy mnozeniu poteg o tym samej podstawie wyktadniki sie dodaje.

100
Obliczmy jeszcze sum¢ 1 +2 +3 + -+ +99 = %- 99 =100~ ? =

100 . (1L 100'92_9 100
a (—) =10

100
100
0,100 = % Obliczamy '°Va i otrzymujemy
(0s) °
10 2 =
=5 = a; =10-1002 =10-(10%)z =10-10% = 101°

Odpowiedz pierwszy wyraz tego ciggu wynosi 10190
Zad 8.

A=(0; 2V3)B=(2; 0)
IABI=\/(2—0)2+(0—2x/§)2=m=\/1_=4

Mamy wigc szesciokat foremny o bokach dtugosci 4.
Z warunkow zadania wynika tez jako oczywiste ze C = (2+4; 0) = (6; 0)

Srodek okregu opisanego i §rodek symetrii sze$ciokata musi leze¢ na $rodku pomigdzy B i C co do
. . . 2+6 8 . , . .
wspotrzednej x czyli x = —~ =3 4 a wspotrzedna y $rodka jest taka sama jak punktu A

S = (4; 2\/§) Biorac pod uwage odcinek BE, punkt § = (4; 2\/§) jest jego srodkiem, wigc

wspotrzedne punktu E = (x; y) obliczymy ze wzoru na $rodek odcinka
2+x

4=T = 8=24+x = x=8-2 = x=6
2\/§=°+7y = 43=0+y = y =43
E=(6 4V3)

Teraz napiszemy rownanie prostej BE

N v/3 Prosta ma posta¢ y = v/3x + b wstawiajac punkt B = (2; 0)mamy:

6—2 4
0=+3:24+b =b=-2V3 ProstaBEto: y =+/3x —2V3
Styczna do okregu w punkcie E = (6 ; 4\/§) opisanego na szesciokgcie jest prostopadta do prostej

y = V3x — 2V/3 czyli jej wspétczynnik kierunkowy a = — % = —g
Réwnanie stycznej ma postac: y = — \é—gx +b E= (6; 4\/§)
W3=-2.6+b = 43=-23+b = b=6v3

y=—§x+6\/§

Odpowiedz: Réwnanie prostej stycznej do okregu, opisanego na tym szesciokgcie, przechodzacej
przez wierzchotek E = (6; 4\/§) to:y = — gx +6v3



Zad 9.

65
65
4( 4
65
& 364
H
h,
65 32-x | x

32

h,>4+24% =652 = h% =4225-576 =  h°=3649 =  h, =+/3649

h,’+242 =402 = h,’=1600—576 =  h,>=1024 = h,=+1024 =32
Wykonujac przekrdj ostrostupa wzdtuz krawedzi pomiedzy przystajacymi Scianami bocznymi 1 wzdtuz
wysokosci trzeciej Sciany otrzymujemy tréjkat w ktérym mamy juz dtugosci wszystkich $cian a
wysokos$¢ tego trojkata jest wysokoscig ostrostupa. W tym tréjkacie mozemy zapisa¢ dwukrotnie
Twierdzenie Pitagorasa:
{ x% 4+ H? = 65°

(32— x)? + H? = V3649

{ x% + H? = 4225
32% — 64x + x* + H? = 3649
{ H? = 4225 — x?
1024 — 64x + x* + 4225 — x? = 3649

Il réwnanie —64x = 3649 — 4225 — 1024
—64x = —1600 = x="2=125

25% + H? = 652 = H? = 4225 — 625 = H? = 3600 = H =+/3600 =60
B, = %a -h = % 48 -32 = 24 - 32 = 768 - pole podstawy ostrostupa
V=2B-H=2:768-60=25660 = 15360
Objetosc tego ostrostupa wynosi 15360.
Zad 10. (x3+2x*+2x+D[x?-C2m+Dx+m?+m]=0
x3 + 2x% + 2x + 1 = 0 tatwo zauwazy¢ ze pierwiastkiem jest x; = —1
13 +2(-1D)*+2-(-D)+1=-1+42-1-2+1=3-3=0
Nalezy teraz ustali¢ pierwiastki x> — (2m + 1)x + m?2 + m = 0
A=[-Cm+ D] —4-1-(m*+m)=4m? +4m+1—-4m? —4m =1 Vi=1
2m+1-1 2m 2m+1+1 2m+2
xz — > = 7 =m x3 = 2 = =m++ 1
Teraz trzeba ustali¢ dla jakiego m pierwiastki {—1; m; m + 1} spelniajg warunki, Ze jeden z nich
jest srednig arytmetyczng dwoch pozostatych

1)—1="00 -1=22 -2=2m+1 = 2m=3 = m=-=15
nie spetnia warunkéw zadania bo pierwiastki majg by¢ catkowite.

—-1+m+1 m
2ym = . = m=— = 2Zm=m = 2m-m=0 = m=0
Pierwiastki to {—1; 0; 1}
Im+1=""" =  2m+1)=m-1 = 2m+2=m-1 = m=-3

Pierwiastki to {—3; —2; -1}



Zad 11. Wylosowanie trzech liczb z dziesi¢ciu to kombinacja (130)
=(§) =22 =22=14-3-10 =120
A — numer jednej z kul jest sumg numeréw dwdéch pozostatych, Wylosowane trzy kule {a; b; c}
kule s3 nierozréznialne wigc postugujemy si¢ kombinacja nie wariacja
a=10=b=1c=9)Vvb=2;c=8)V(b=3;c=7)Vv(b=4; c=6)— 4sytuacje
a=9=0b=1,c=8)Vvb=2;c=7)v(b=3; c=6)V(b=4; c =5)— 4sytuacje
a=8=b=1c=7)v(b=2;c=6)V(b=3; c=5)— 3sytuacje
a=7=b=1,c=6)V(b=2;c=5)V(b=3; c=4)— 3 sytuacje
a=6=(b=1; c=5)V(b=2; c =4)— 2 sytuacje
a=5=(b=1;c=4)Vv(b=2; c =3)— 2 sytuacje
a=4= (b=1; c =3) — 1sytuacja
a=3= (b=1; c =2)— 1sytuacja

2

A=2-(4+3+2+1)=2-10=20 P(A)=—-=—=+

<l




