
Kwiecień 2020 rok (poziom rozszerzony)  
Zadania zamknięte 

Zad 1. ܮ = log√ଶ 2 ∙ logଶ √3 ∙ log√ଷ 4 = 2 ∙
୪୭୥√య √ଷ

୪୭୥√య ଶ
∙ log√ଷ 2ଶ = 2 ∙ ଵ

୪୭୥√య ଶ
∙ 2 ∙ log√ଷ 2 = 4 ∙  (D) 

Zad 2. (ݔ − 3)ଶ + ݕ) + 7)ଶ = 625  czyli (ݔ − 3)ଶ + ݕ) + 7)ଶ = 25ଶ 
Mamy więc okrąg o środku w punkcie ଵܵ = (3;  −7) i promieniu 25 
ܵଶ = (12;    5) środek drugiego okręgu 
Obliczmy odległość między środkami  

ଵܵܵଶሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ = [12 − 3;     5 − (−7)] = [9;   12]   
ห ଵܵܵଶሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ ห = √9ଶ + 12ଶ = √81 + 144 = √225 = 15  
Mamy więc okręgi styczne wewnętrznie i promień drugiego wynosi 25 − 15 = 10  (C) 

Zad 3. ට൫1 − √2൯
ଶ

+ ට൫2 − √2൯
ଶ

= √2 − 1 + 2 − √2 = 1  

 wystarczy skorzystać faktu: √ܽଶ = |ܽ|  (A) 
Zad 4. ቚସ

ଷ
ݔ + 5ቚ < 2.  

ସ
ଷ

ݔ + 5 < 2                  ∧             ସ
ଷ

ݔ + 5 > −2   
ସ
ଷ

ݔ < 2 − 5                   ∧             ସ
ଷ

ݔ > −2 − 5  
ସ
ଷ

ݔ < −3| ∙ ଷ
ସ

                 ∧               ସ
ଷ

ݔ > −7| ∙ ଷ
ସ
  

ݔ < − ଽ
ସ

                        ∧ ݔ               > − ଶଵ
ସ

  
liczby spełniające ten układ nierówności: −3;  −4;   −5  (B) 

Zad 5. ݂(ݔ) = ௫మ

௫ିଵ
ܣ            = ቀ6;    ଷ଺

ହ
ቁ    

Aby podać współczynnik kierunkowy stycznej do krzywej w danym punkcie trzeba policzyć wartość 
pochodnej w tym punkcie 
݂ᇱ (ݔ) = ଶ௫(௫ିଵ)ି௫మ∙ଵ

(௫ିଵ)మ = ଶ௫మିଶ௫ି௫మ

(௫ିଵ)మ = ௫మିଶ௫
(௫ିଵ)మ  

݂ᇱ (6) = ଺మିଶ∙଺
(଺ିଵ)మ = ଷ଺ିଵଶ

ହమ = ଶସ
ଶହ

= 0,96  
Odpowiedź: 0 9 6    

Zad 6. Mamy wykazać |ܥܤ|ଶ − ଶ|ܥܣ| = |ܤܣ| ∙  |ܥܣ|
Lub też korzystając z oznaczeń jak na rysunku 
ܽଶ − ܾଶ = ܿ ∙ ܾ  
Z twierdzenia sinusów mamy:  

௕
ୱ୧୬ ఈ

= ௔
ୱ୧୬ ଶఈ

 czyli ௕
ୱ୧୬ ఈ

= ௔
ଶୱ୧୬ ఈ ୡ୭ୱ ఈ

| ∙ sin  ߙ
ܾ = ௔

ଶ ୡ୭ୱ ఈ
           ⟹        ܽ = 2ܾ cos ߙ     ⟹      cos ߙ = ௔

ଶ௕
  

teraz z twierdzenia kosinusów mamy: 
ܾଶ = ܽଶ + ܿଶ − 2ܽܿ cos i wstawiając tu cos ߙ ߙ = ௔

ଶ௕
 mamy 

ܾଶ = ܽଶ + ܿଶ − 2ܽܿ ௔
ଶ௕

  czyli ܾଶ = ܽଶ + ܿଶ − ௔మ௖
௕

 | ∙ ܾ 
ܾଷ = ܾܽଶ + ܾܿଶ − ܽଶܿ czyli  ܾଷ − ܾܿଶ = ܾܽଶ − ܽଶܿ 
1o  zakładamy że ܾ ≠ ܿ 
ܾଷ − ܾܿଶ = ܽଶ(ܾ − ܿ)|: (ܾ − ܿ)  
௕యି௕௖మ

௕ି௖
= ܽଶ  czyli ௕൫௕మି௖మ൯

௕ି௖
= ܽଶ          ⟹          ܽଶ = ௕(௕ି௖)(௕ା௖)

௕ି௖
   

ܽଶ = ܾ(ܾ + ܿ)  czyli mamy tezę ܽଶ − ܾଶ = ܿ ∙ ܾ 
2o gdy ܾ = ܿ to mamy trójkąt równoramienny prostokątny: 
ܤܣܥ∢  = ߙ2 = ܥܤܣ∢                       90° = ܤܥܣ∢ = ߙ = 45° 
Stosując twierdzenie Pitagorasa mamy: ܾଶ + ܿଶ = ܽଶ i oczywiście ܾ = ܿ 
ܽଶ − ܾଶ = ܿଶ i korzystając że ܾ = ܿ mamy tezę ܽଶ − ܾଶ = ܿ ∙ ܾ 
 

A 

B 



a C 

c b 



Zad 7. sin ቀ గ
ଵଶ

− ቁߙ ∙ cos ቀ గ
ଵଶ

+ ቁߙ < ଵ
ସ

ߙ                 ∈ ቀ0;    గ
ଶ

ቁ  
Przekształcając lewą stronę nierówności mamy: 
sin ቀ గ

ଵଶ
− ቁߙ ∙ cos ቀ గ

ଵଶ
+ ቁߙ = ቀsin గ

ଵଶ
∙ cos ߙ − cos గ

ଵଶ
sin ቁߙ ∙ ቀcos గ

ଵଶ
∙ cos ߙ − sin గ

ଵଶ
sin ቁߙ =  

= sin గ
ଵଶ

∙ cos గ
ଵଶ

∙ cosଶ ߙ − sinଶ గ
ଵଶ

∙ sin ߙ cos ߙ − cosଶ గ
ଵଶ

∙ sin ߙ cos ߙ + sinଶ ߙ ∙ sin గ
ଵଶ

∙ cos గ
ଵଶ

=  

= sin గ
ଵଶ

∙ cos గ
ଵଶ

∙ (cosଶ ߙ + sinଶ (ߙ − sin ߙ cos ߙ ቀsinଶ గ
ଵଶ

+ cosଶ గ
ଵଶ

ቁ = sin గ
ଵଶ

∙ cos గ
ଵଶ

− sin ߙ cos ߙ =  

= ଵ
ଶ

∙ 2 sin గ
ଵଶ

∙ cos గ
ଵଶ

− ଵ
ଶ

∙ 2 sin ߙ cos ߙ = ଵ
ଶ

sin గ
଺

− ଵ
ଶ

sin ߙ2 = ଵ
ଶ

∙ ଵ
ଶ

− ଵ
ଶ

sin ߙ2 = ଵ
ସ

− ଵ
ଶ

sin   ߙ2

teraz należy zauważyć że dla ߙ ∈ ቀ0;    గ
ଶ

ቁ ߙ2       ∈ (0; i funkcja sin (ߨ     ߙdla 2 ߙ2 ∈ (0;  ma (ߨ    

wartość dodatnią. Tak więc otrzymujemy: ଵ
ସ

− ଵ
ଶ

sin ߙ2 < ଵ
ସ
   co należało wykazać 

  
Zad 8. Mamy wykazać że:  ଼ݔ + ଶݔ = ସݔ)2 + ݔ − 1) ma tylko jeden pierwiastek ݔ = 1 

଼ݔ + ଶݔ = ସݔ)2 + ݔ − 1) czyli ଼ݔ + ଶݔ − ସݔ2 − ݔ2 + 2 = 0 Mamy więc: 
଼ݔ − ସݔ2 + 1 + ଶݔ − ݔ2 + 1 = 0 czyli mamy sumę kwadratów: 
ସݔ) − 1)ଶ + ݔ) − 1)ଶ = 0 Jako suma kwadratów jest ona nieujemna. Tak więc jest spełniona tylko dla 
ݔ = 1 bo wtedy otrzymujemy 0 + 0 = 0 
 

Zad 9. Mamy zbiór {0;   1;   3;   5;   7;   9} i tworzymy zbiór liczb ośmiocyfrowych: 
Ωന = 5 ∙ 6଻ – Na pierwszym miejscu może być 5 różnych cyfr (nie może być 0) a na 7 pozostałych do-
wolna z 6 podanych (wariacje z powtórzeniami) 
A – suma cyfr wynosi 3  
Elementy zbioru A mogą mieć następującą postać: 
a) 3000000 – jedna możliwość. 
b) 1 na początku a na pozostałych miejscach dwie jedynki i 5 zer. Takich możliwości jest ൫଻

ଶ൯ = ൫଻
ହ൯ =

଻!
ଶ!∙ହ!

= ଺∙଻
ଵ∙ଶ

= ସଶ
ଶ

= 21 

ܣ̿ = 1 + 21 = (ܣ)ܲ                  22 = ଶଶ
ହ∙଺ళ = ଶ∙ଵଵ

ହ∙଺∙଺ల = ଵଵ
ହ∙ଷ∙଺ల = ଵଵ

ଵହ∙ସ଺଺ହ଺
= ଵଵ

଺ଽଽ଼ସ଴
  

Odpowiedź: Prawdopodobieństwo że wybrana liczba ośmiocyfrowa ma sumę cyfr wynoszącą 3 wy-
nosi ଵଵ

଺ଽଽ଼ସ଴
. 

 
Zad 10. {ܽ; ;ݍܽ    ,ܽ ଶ} – Ciąg geometryczny rosnący gdzieݍܽ     liczby całkowite nieparzyste – ݍ

tak więc wyrazem największym jest ܽݍଶ  
Ciąg {ܽ; ;ݍܽ    ଶݍܽ    − 4} jest arytmetyczny czyli mamy: 
ݍܽ − ܽ = ଶݍܽ − 4 −   ݍܽ
ݍܽ + ݍܽ − ܽ − ଶݍܽ = −4| ∙ (−1)  
ଶݍܽ − ݍ2ܽ + ܽ = 4  
ଶݍ)ܽ − ݍ2 + 1) = 4|: ଶݍ) − ݍ2 + 1)  
ܽ = ସ

(௤మିଶ௤ାଵ)
= ସ

(௤ିଵ)మ  
Teraz korzystając z faktu że ܽ, i ݍ mając być całkowite i nieparzyste a ciąg rosnący to muszą być speł-
nione warunki: 
a) (ݍ − 1)ଶ jest liczbą dodatnią jako kwadrat i musi być dzielnikiem liczby 4  
ݍ) − 1)ଶ ∈ {1;   2;   4}  
b) q > 1 – ciąg rosnący  
Mamy więc dla (ݍ − 1)ଶ = 1; ݍ      =   ma być nieparzyste więc nie spełnia warunków zadania ݍ   2
ݍ) − 1)ଶ = ݍ     2 = √2 + 1;  .nie spełnia warunków zadania nie jest liczbą nieparzystą ݍ  
ݍ) − 1)ଶ = ݍ     4 =  .spełnia warunki zadania ݍ    3
Warunki te spełnia tylko ݍ = 3  ܽ = ସ

(௤ିଵ)మ = ସ
ସ

= 1 
ܽ ∙ ݍ = 1 ∙ 3 = 3  
Odpowiedź: Wyraz aq tego ciągu wynosi 3.  



poprowadzony w tym punkcie jest prostopadły do pro-
stej stycznej czyli do osi OY. Tak więc środek okręgu 
ma współrzędne ܵ = ;ଵݔ)    10). Czworokąt QCRS jest 
kwadratem bo ma przynajmniej trzy kąty proste przy 
wierzchołkach Q, R i C, a odcinki RS i QS = r są pro-
mieniami – dwa kolejne boki.  
Łatwo można policzyć współrzędne środka okręgu ko-
rzystając z faktu że RS = QS czyli  
ඥ(9 − ଶ(ݔ + (13 − 10)ଶ = ඥ(8 − ଶ(ݔ + (6 − 10)ଶ  
√81 − ݔ18 + ଶݔ + 9 = √64 − ݔ16 + ଶݔ + 16 czyli 

Zad 11. Ciąg okręgów ݔଶ + ଶݕ = 2ଵଵି௡       ݎ = √2ଵଵି௡. 
Policzmy wielkość pierwszego pierścienia czyli ܽଵ szukanego ciągu: 
ܱଵ = ଵݎߨ

ଶ = 2ଵଵିଵߨ = 2ଵ଴                     ܱଶߨ = ଶݎߨ
ଶ = 2ଵଵିଶߨ =   2ଽߨ

ଵܲ = 2ଵ଴ߨ − 2ଽߨ = 2ଽ(2ߨ − 1) = 2ଽߨ =   ߨ512
okrąg ܱଶ௞ିଵ ma wzór: ݔଶ + ଶݕ = 2ଵଵିଶ௞ାଵ = 2ଵଶିଶ௞ =   ଶݎ
okrąg ܱଶ௞  ma wzór: ݔଶ + ଶݕ = 2ଵଵିଶ௞ =   ଶݎ
tak więc ௞ܲ = 2ଵଶିଶ௞ߨ − 2ଵଵିଶ௞ߨ = 2ଵଵିଶ௞(2ߨ − 1) = 2ଵଵିଶ௞ߨ  – pole pierścienia k  

௞ܲାଵ = 2ଵଶିଶ(௞ାଵ)ߨ − 2ଵଵିଶ(௞ାଵ)ߨ = 2ଵଶିଶ௞ିଶߨ − 2ଵଵିଶ௞ିଶߨ = 2ଵ଴ିଶ௞ߨ − 2ଽିଶ௞ߨ =  
= 2ଽିଶ௞(2ߨ − 1) = 2ଽିଶ௞ߨ  – pole pierścienia następnego k+1 
ݍ = ௉ೖశభ

௉ೖ
= గଶవషమೖ

గଶభభషమೖ = ଵ
ଶమ = ଵ

ସ
  

Mamy więc do czynienia z ciągiem zbieżnym gdzie  ݍ = ଵ
ସ
  

ܵ = ௔భ
ଵି௤

= ହଵଶగ
ଵିభ

ర
= ହଵଶగ

య
ర

= ߨ512 ∙ ସ
ଷ

= ଶ଴ସ଼
ଷ

   ߨ

Odpowiedź: Suma pól pierścieni wynosi ଶ଴ସ଼
ଷ

  ߨ
  

Zad 12. Z uwagi na to że trapez jest opisany na okręgu więc 
ݔ + ݔ2 = ℎ + 10 -  
ℎ + 10 = ℎ                  ݔ3 = 10 −   ݔ3
Jak widać na rysunku mamy trójkąt prostokątny o bokach: 
ℎ = ݔ3 − 10; ;ݔ                             10  
Stosując Tw. Pitagorasa mamy: 
ଶݔ + ݔ3) − 10)ଶ = 10ଶ   
ଶݔ  + ଶݔ9 − ݔ60 + 100 = 100  
ଶݔ10 − ݔ60 = 0     
ݔ10)ݔ − 60) = 0   
ݔ = 0              ∨ ݔ10          − 60 = 0  
ଵݔ = 0            ∨ ݔ10          = 60        ⟹ ଶݔ      = 6  
ଵݔ = 0 nie spełnia warunków zadania 
Dla ݔ = 6 mamy: ܽ = ݔ2 = 12;               ܾ = 6;                   ℎ = ݔ3 − 10 = 3 ∙ 6 − 10 = 18 − 10 = 8 
ܲ = (௔ା௕)௛

ଶ
= (ଵଶା଺)଼

ଶ
= ଵ଼

ଶ
∙ 8 = 9 ∙ 8 = 72     

Odpowiedź: Pole trapezu wynosi 72  
 
 
 
 

Zad 13. Jeżeli punkt ܲ = (0;    10) leży na osi OY jest punktem styczności okręgu z osią OY to promień 

 
81 − ݔ18 + ଶݔ + 9 = 64 − ݔ16 + ଶݔ + 16  czyli mamy: 
ଶݔ − ݔ18 − ଶݔ + ݔ16 = 64 + 16 − 81 − 9  
ݔ2− = −10|: ݔ                           (2−) = 5  

ࡼ = (૙;   ૚૙) 

10 

2x 

x 

h 

x 

ࡽ = (ૡ;    ૟) 

ࡾ = (ૢ;    ૚૜) 

ࡿ = (࢞ = ૞;   ૚૙) ࡯ = (࢞;    ࢟) 



Mamy więc ܵ = (5;    10) współrzędne środka okręgu.  
Teraz korzystając z faktu że czworokąt QCRS jest kwadratem to wektory ܴܵሬሬሬሬሬ⃗ = ሬሬሬሬሬ⃗ܥܳ  są równe więc 
przyjmując ܥ = ;ݔ)   mamy (ݕ   
[9 − 5;    13 − 10] = ݔ] − 8; ݕ    − 6]  
[4;    3] = ݔ] − 8; ݕ    − 6]  
ݔ − 8 = 4                     ∧ ݕ          − 6 = 3  
ݔ = 12               ∧ ݕ               = 9   
Mamy więc ܥ = (12;     9) 
Teraz trzeba napisać równanie prostej QC  ܳ = (8; ܥ (6    = (12;     9) 
ܽ = ଽି଺

ଵଶି଼
= ଷ

ସ
ݕ                     = ݔܽ + ݕ                        ܾ = ଷ

ସ
ݔ + ܾ wstawmy punkt ܥ = (12;     9) 

9 = ଷ
ସ

∙ 12 + ܾ        ⟹         9 = 9 + ܾ            ⟹          ܾ = 0  

ݕ = ଷ
ସ

ݔ + 0 czyli ݕ = ଷ
ସ

ܤ tak więc b = 0 czyli punkt ݔ = (0;    0)  

Pozostało wyznaczyć punkt A. Prosta CR jest prostopadła do QC więc ܽ = − ସ
ଷ

           ቂଷ
ସ

∙ ቀ− ସ
ଷ
ቁ = −1ቃ 

Mamy więc prostą CR ݕ = − ସ
ଷ

ݔ + ܾ i przechodzi przez punkt ܥ = (12;     9) 

9 = − ସ
ଷ

∙ 12 + ܾ        ⟹             9 = −4 ∙ 4 + ܾ          ⟹          ܾ = 25  

ݕ = − ସ
ଷ

ݔ + 25     ܾ = 25 mówi nam że prosta przecina oś OY w punkcie ܣ = (0;    25) 
Odpowiedź Współrzędne wierzchołków trójkąta ABC : ܣ = (0;    25); ܤ    = (0;    0); ܥ     = (12;     9)   

Zad 14. ݔଶ − ݔ3݉ + (݉ + 1)(2݉ − 1) = 0 
a) ma być 2 pierwiastki czyli ∆ > 0. 
∆= (−3݉)ଶ − 4 ∙ 1 ∙ (݉ + 1)(2݉ − 1) = 9݉ଶ − 4(2݉ଶ − ݉ + 2݉ − 1) =  
= 9݉ଶ − 8݉ଶ + 4݉ − 8݉ + 4 = ݉ଶ − 4݉ + 4 = (݉ − 2)ଶ   
(݉ − 2)ଶ > 0    (݉ − 2)ଶ jako kwadrat liczby jest liczbą nieujemną (݉ − 2)ଶ = 0 dla ݉ = 2 
Mamy więc ∆ > 0 dla ݉ ∈ (−∞;    2) ∪ (2;     ∞) 
b) ݔଵ ∙ ଶݔ ≠ 0 czyli trzeba określić dla jakiego m pierwiastki równania wynoszą 0.  
∆= (݉ − 2)ଶ                           √∆= ඥ(݉ − 2)ଶ = ݉ − 2  
ଵݔ = ଷ௠ି௠ାଶ

ଶ
= ଶ௠ାଶ

ଶ
= ݉ + ଶݔ          1 = ଷ௠ା௠ିଶ

ଶ
= ସ௠ିଶ

ଶ
= 2݉ − 1  

݉ + 1 = 0            ݉ = −1              ∨            2݉ − 1 = 0            2݉ = 1|: 2                  ݉ = ଵ
ଶ
   

ଵݔ  = 0 dla ݉ = ଶݔ                         1− = 0 dla ݉ = ଵ
ଶ
 

Mamy więc ݔଵ ∙ ଶݔ ≠ 0 dla ݉ ∈ (−∞;  −1) ∪ ቀ−1;    ଵ
ଶ
ቁ ∪ ቀଵ

ଶ
;     ∞ቁ 

c) 0 < ଵ
௫భ

+ ଵ
௫మ

≤ ଶ
ଷ
 Mając już policzone: ݔଵ = ݉ + ଶݔ          1 = 2݉ − 1 podany warunek przyjmuje 

postać: 0 < ଵ
௠ାଵ

+ ଵ
ଶ௠ିଵ

≤ ଶ
ଷ
 Czyli mamy do rozwiązania dwie nierówności: 

1) 0 < ଵ
௠ାଵ

+ ଵ
ଶ௠ିଵ

                             i                  2) ଵ
௠ାଵ

+ ଵ
ଶ௠ିଵ

≤ ଶ
ଷ
 

0 < ଵ(ଶ௠ିଵ)
(௠ାଵ)(ଶ௠ିଵ)

+ ଵ(௠ାଵ)
(௠ାଵ)(ଶ௠ିଵ)

                                  ଵ(ଶ௠ିଵ)
(௠ାଵ)(ଶ௠ିଵ)

+ ଵ(௠ାଵ)
(௠ାଵ)(ଶ௠ିଵ)

− ଶ
ଷ

≤ 0   

0 < ଶ௠ିଵ
ଶ௠మି௠ାଶ௠ିଵ

+ ௠ାଵ
ଶ௠మି௠ାଶ௠ିଵ

                    ଷ(ଶ௠ିଵ)
ଷ(ଶ௠మି௠ାଶ௠ିଵ)

+ ଷ(௠ାଵ)
ଷ(ଶ௠మି௠ାଶ௠ିଵ)

− ଶ൫ଶ௠మି௠ାଶ௠ିଵ൯
ଷ(ଶ௠మି௠ାଶ௠ିଵ)

≤ 0    

0 < ଶ௠ିଵା௠ାଵ
ଶ௠మି௠ାଶ௠ିଵ

                                                          ଺௠ିଷାଷ௠ାଷିସ௠మାଶ௠ିସ௠ାଶ
଺௠మିଷ௠ା଺௠ିଷ

≤ 0   

0 < ଷ௠
ଶ௠మା௠ିଵ

                                                                 ିସ௠మା଻௠ାଶ
଺௠మାଷ௠ିଷ

≤ 0            ݉ ≠ −1;        ݉ ≠ ଵ
ଶ
  

3݉(2݉ଶ + ݉ − 1) > 0                                       (6݉ଶ + 3݉ − 3)(−4݉ଶ + 7݉ + 2) ≤ 0  
Teraz trzeba wielomiany 2 stopnia z nawiasów rozłożyć na iloczyny.  
Zauważamy że 6݉ଶ + 3݉ − 3 = 3(2݉ଶ + ݉ − 1) 
2݉ଶ + ݉ − 1 = 0                                                                − 4݉ଶ + 7݉ + 2 = 0   
∆= 1ଶ − 4 ∙ 2 ∙ (−1) = 1 + 8 = 9;    √9 = 3     ݅    ∆= 7ଶ − 4 ∙ (−4) ∙ 2 = 49 + 32 = 81;     √81 = 9  
݉ଵ = ିଵିଷ

ଶ∙ଶ
= ିସ

ସ
= −1;    ݉ଶ = ିଵାଷ

ଶ∙ଶ
= ଶ

ସ
= ଵ

ଶ
   ݅   ݉ଵ = ି଻ିଽ

ଶ∙(ିସ)
= ିଵ଺

ି଼
= 2;      ݉ଶ = ି଻ାଽ

ଶ∙(ିସ)
= ଶ

ି଼
= − ଵ

ସ
  

Tak więc nierówności można zapisać w postaci czynników liniowych: 



3݉ ∙ 2(݉ + 1) ቀ݉ − ଵ
ଶ
ቁ > 0                      3 ∙ 2(݉ + 1) ቀ݉ − ଵ

ଶ
ቁ ∙ (−4)(݉ − 2) ቀ݉ + ଵ

ସ
ቁ ≤ 0  

6݉(݉ + 1) ቀ݉ − ଵ
ଶ
ቁ > 0                        − 24(݉ + 1) ቀ݉ − ଵ

ଶ
ቁ (݉ − 2) ቀ݉ + ଵ

ସ
ቁ ≤ 0  

Mamy pierwiastki wielomianów: 
݉ଵ = −1;       ݉ଶ = 0;     ݉ଷ = ଵ

ଶ
         ݅       ݉ଵ = −1;  ݉ଶ = − ଵ

ସ
;      ݉ଷ = ଵ

ଶ
;      ݉ସ = 2  

 
 
 
 
 
݉ ∈ (−1;    0) ∪ ቀଵ

ଶ
;     ∞ቁ                                              ݉ ∈ (−∞;    −1) ∪ ർ− ଵ

ସ
; ଵ

ଶ
ቁ ∪ ⟨2;    ∞)  

Teraz bierzemy część wspólną wszystkich odpowiedzi i mamy odpowiedź końcową: 

݉ ∈ ർ−
1
4 ;     0) ∪ (2;     ∞) 

Zad 15. Jak widać na rysunku mamy: 
4 prostopadłościany o długości (10 − (ݔ2 − ݔ = 10 −  .przód i tył na górze i na dole – ݔ3
4 prostopadłościany o długości 6 −  po lewo i po prawo góra i dół – ݔ
oraz 4 prostopadłościany stojące o długości 6 −   ݔ2
Tak więc łatwo można podać wzór na objętość wszystkich klocków: 
ܸ = ଶ(10ݔ4 − (ݔ3 + ଶ(6ݔ4 − (ݔ + ଶ(6ݔ4 − (ݔ2 = ଶ(10ݔ4 − ݔ3 + 6 − ݔ + 6 − (ݔ2 =  
= ଶ(22ݔ4 − (ݔ6 = ଶݔ88 −   ଷݔ24
Mamy więc funkcję opisującą objętość drewna potrzebną na zbudowanie tej konstrukcji: 
(ݔ)ܸ = ଶݔ88 −   ଷݔ24
Aby ustalić dziedzinę tej funkcji trzeba sobie uświadomić że każda krawędź prostopadłościan musi 
być liczbą dodatnią. Jak również musi pozostać nie ujemna przestrzeń wewnątrz konstrukcji.  
Mamy więc ݔ > 0;        10 − ݔ3 ≥ ;ݔ       6 − ݔ ≥ 0;       6 − ݔ2 ≥ 0 
10 − ݔ3 ≥ ∧                      ݔ           6 − ݔ ≥ 0                     ∧         6 − ݔ2 ≥ 0  
ݔ4− ≥ −10|: (−4)          ∧ ݔ−           ≥ −6|: (−1)         ∧ ݔ2−         ≥ −6|: (−2)  
ݔ ≤ 2 ଵ

ଶ
                              ∧ ݔ           ≤ 6                              ∧ ݔ            ≤ 3  

Mamy więc dziedzinę ݔ ∈ ቀ0;     2 ଵ
ଶ
඀ 

Obliczamy teraz największą wartość tej funkcji: 
(ݔ)ܸ = ଶݔ88 − ଷݔ24 = ଶ(11ݔ8 −   (ݔ3
ܸᇱ(ݔ) = 2 ∙ ݔ88 − 3 ∙ ଶݔ24 = ݔ176 −   ଶݔ72
ݔ176 − ଶݔ72 = 0  czyli    822)ݔ − (ݔ9 = 0  
ଵݔ8 = 0          ∨         22 − ݔ9 = 0|: (−9)    
ଵݔ = 0          ∨ ଶݔ         = ଶଶ

ଽ
= 2 ସ

ଽ
  

ଵݔ = 0 nie należy do dziedziny i nie spełnia warunków zadania. 
ଶݔ = ଶଶ

ଽ
= 2 ସ

ଽ
 to jest maksimum bo ܸᇱ(ݔ) = ݔ176 −  ଶ jako funkcja kwadratowa z gałęziami doݔ72

dołu ma wierzchołek dla ݌ = ݔ = − ௕
ଶ௔

= − ିଵ଻଺
ଶ∙(ି଻ଶ)

= − ଵ଻଺
ଵସସ

= −1 ଷଶ
ଵସସ

= −1 ଶ
ଽ
 . Tak więc dla 

ݔ  ∈ ቀ0;     2 ଵ
ଶ
඀ jako dziedziny rozpatrywanej funkcji wartość pochodnej spada bo jest to przedział po 

prawej stronie od ݌ = −1 ଶ
ଽ
      Obliczmy tą największą wartość objętości 

ܸ ቀଶଶ
ଽ

ቁ = 8 ቀଶଶ
ଽ

ቁ
ଶ

ቀ11 − 3 ∙ ଶଶ
ଽ

ቁ = 8 ∙ ସ଼ସ
଼ଵ

ቀ11 − ଶଶ
ଷ

ቁ = ଷ଼଻ଶ
଼ଵ

∙ ቀ11 − 7 ଵ
ଷ
ቁ = ଷ଼଻ଶ

଼ଵ
∙ 3 ଶ

ଷ
= ଷ଼଻ଶ

଼ଵ
∙ ଵଵ

ଷ
=

ସଶହଽଶ
ଶସଷ

= 175 ଺଻
ଶସଷ

  
Odpowiedź: Funkcja opisująca objętość użytego drewna ma wzór ܸ(ݔ) = ଶݔ88 −  ଷ. Dziedziną tejݔ24
funkcji jest ܦ = ቀ0;     2 ଵ

ଶ
඀ a największa objętość użytego drewna jest dla ݔ = 2 ସ

ଽ
 i objętość ta wynosi 

ܸ = 175 ଺଻
ଶସଷ
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