Kwiecien 2020 rok (poziom rozszerzony)
Zadania zamkniete

lo
Zad 1. L =log ;2 log, V3" log54=2"+ g‘ﬂ/_ log 522 =2- log
0832 V32

Zad 2. (x —3)>+ (y+7)? =625 czyli (x —3)? + (y + 7)? = 252
Mamy wiec okrag o $rodku w punkcie S; = (3; —7) i promieniu 25
S, = (12; 5) $rodek drugiego okregu
Obliczmy odlegto$¢ miedzy srodkami
$i5, =[12=3; 5-(-N]=19 12]
|5:S,| = V9% + 122 = /81 + 144 = /225 = 15
Mamy wigc okregi styczne wewnetrznie i promien drugiego wynosi 25 — 15 = 10 ©

Zad 3. \[(1—\/5)2 +\[(2—\/§)2 =V2-1+2-+2=1
wystarczy skorzystaé faktu: Va2 = |a| (A)
Zad 4. [*x+5| <2,

éx+5<2 A éx+5>—2

+2-log 2 =4- (D)

liczby spetniajace ten uktad nieréwnosci: —3; —4; -5 (B)

2
Aby poda¢ wspolczynnik kierunkowy stycznej do krzywej w danym punkcie trzeba policzy¢ wartos¢
pochodnej w tym punkcie
fl( ) — Zx(x—l)_xz.l _ 2x2—2x—x2 _ x2_2x

-1 @-D? (x-1)?
' _ 6°-26 _ 36-12 _ 24 _
f6)= (6-1)2 52 25 0,96
Odpowiedz: [0/[9][6]
Zad 6. Mamy wykazaé¢ |BC|? — |AC|? = |AB] - |AC]| A
Lub tez korzystajac z oznaczen jak na rysunku
2 2 20
a*—b“=c-b b c
Z twierdzenia sinusdéw mamy:
b _ a li b a | e
sina _ sin2a czyl sina  2sinacosa siha C a a-p
h=— = a=2bcosa = cosa=-—
2cosa 2b

teraz z twierdzenia kosinusOw mamy:
b? = a? + ¢? — 2ac cos a i wstawiajac tu cos a = % mamy
2

b? =a2+c2—2ac% czyli b? =a2+c2—% |- b

b3 = ba? + bc? — a?c czyli b3 — bc? = ba? — a’c

1° zaktadamy ze b # ¢

b3 —bc? =a?(b—c)|:(b— c)

b3_bCZ ( Z_CZ)
e = a? czyli——
2=p(b+c) czyh mamy teze a2 —b?=c-b

2° gdy b = ¢ to mamy trdjkat rownoramienny prostokatny:

ACAB = 2a = 90° IABC = <ACB = a = 45°

Stosujac twierdzenie Pitagorasa mamy: b? + ¢? = a? i oczywiscie b = ¢

a? — b? = c? i korzystajac ze b = ¢ mamy teze a®> — b2 =c- b

2 _ bb—c)(b+c)
- b—c

=



. T T 1 T
Zad 7. sm(E—a)-cos(E+a)<Z ae(O, E)
Przeksztatcajac lewa strone nier6wnosci mamy:

. T T . T T . T . T .
sin|——a)cos|—+a)=|sin—-cosa —cos—sina)-({cos—-cosa —sin—sina ) =
12 12 12 12 12 12
. Vs Vs 2 2 T . 2 T . 2 . Vs Vs
=SInN—*COS—*COoS“a — SIin“—-sina cosa — Cos“—-sinacosa + sin“ a - sin—*CcoS— =
12 12 12 12 12 12

. V1 V1 2 2 . 2 T 2T . V1 Vs .
=sm—-cos—-(cos a + sin (Z)—SIH(ZCOS(Z Sin“—+ cos“—) =sin—-*Ccos— —Ssiha cosa =
12 12 12 12 12 12

1 . T T 1 . 1 . m 1 . 1 1 1 . 1 1 .
==--28in—-cos——--2sinacosa =-sin——-sin2a =---—-=- sin 2a = - —-sin2a
2 12 12 2 2 6 2 2 2 2 4 2

teraz nalezy zauwazy¢ ze dla a € (O; %) 2a € (0; m)ifunkcja sin2a dla 2a € (0; ) ma

warto$¢ dodatnig. Tak wigc otrzymujemy: i - %sin 2a < i co nalezalo wykazac

Zad 8. Mamy wykazaé ze: x® + x? = 2(x* + x — 1) ma tylko jeden pierwiastek x = 1
x84+ x2=2(x*+x—1) czyli x® + x2 — 2x* — 2x + 2 = 0 Mamy wigc:
x8 —2x*+1+x%—2x + 1 = 0 czyli mamy sume¢ kwadratow:
(x* —1)? + (x — 1)? = 0 Jako suma kwadratow jest ona nieujemna. Tak wiec jest spehiona tylko dla
x = 1 bo wtedy otrzymujemy 0 + 0 = 0

Zad 9. Mamy zbior {0; 1; 3; 5; 7; 9} itworzymy zbior liczb o$miocyfrowych:
Q =5+ 67 — Na pierwszym miejscu moze by¢ 5 réznych cyfr (nie moze by¢ 0) a na 7 pozostatych do-
wolna z 6 podanych (wariacje z powtorzeniami)
A — suma cyfr wynosi 3
Elementy zbioru A moga mie¢ nastepujacg postac:
a) 3000000 — jedna mozliwos¢.

b) 1 na poczatku a na pozostalych miejscach dwie jedynki i 5 zer. Takich mozliwosci jest (;) = (;) =
70 67 _ 42

as Az 2 22 2-11 11 11 11

A=1+21=22 P(4) = 567 5665 5365 1546656 699840

Odpowiedz: Prawdopodobienstwo ze wybrana liczba o§miocyfrowa ma sume cyfr wynoszacag 3 wy-

nosi .
699840

Zad 10. {a; aq; aq?}— Ciag geometryczny rosnacy gdzie a, q — liczby catkowite nieparzyste
tak wigc wyrazem najwickszym jest ag?
Ciag {a; aq; aq? — 4} jest arytmetyczny czyli mamy:
ag—a=aq’*—4—aq
ag+aq—a—aq? =—4|-(-1)
ag?—2aq+a=4
a(qg> —2q+1)=4:(¢*—2q+1)
4 4

T @2y @2
Teraz korzystajac z faktu ze a, i ¢ majac by¢ catkowite 1 nieparzyste a cigg rosngcy to muszg by¢ spet-
nione warunki:

a) (g — 1)? jest liczba dodatnig jako kwadrat i musi by¢ dzielnikiem liczby 4

(q-1)?*€ef1; 2; 4}

b) ¢ > 1 — cigg rosnacy

Mamy wiec dla (g — 1)2 = 1; g =2 q ma byé¢ nieparzyste wiec nie spetnia warunkéw zadania
(q—1)2=2 gq=+2+1; q nie spelia warunkéw zadania nie jest liczba nieparzysta.
(q—1)2=4 q =3 q spehia warunki zadania.

4 4

@ a1

Warunki te spetia tylkog =3 a =

a-q=1-3=3
Odpowiedz: Wyraz aqg tego ciggu wynosi 3.



Zad 11. Ciag okregow x?2 + y2 = 2117y =/211-n,
Policzmy wielko$¢ pierwszego pierscienia czyli a; szukanego ciggu:
0, = mrf = g21171 = 7210 0, =nr? = m21172 = 72°
P, =m2% —72° =m2°(2 - 1) =n2° =512x

okrag 05—, ma wzor: x2 + y?
okrag 0, ma wzor: x? + y? = 21172k = 42

— 211-2k+1 — 912-2k _ ,.2

tak wiec P, = w2122k — g211-2k = gp11=2k(2 — 1) = 721172k _ pole pierécienia k

Pk+1

— g212-2(k+1) _ 11-2(k+1) — p12-2k-2 _ p911-2k=2 — 910-2k _ ;99-2k —

= m2°72k(2 — 1) = m2°72F — pole pierécienia nastepnego k+ 1

_ Pryy _ m2°72F 1 1
Pk 7-[211—2]( 22 4

Mamy wigc do czynienia z ciggiem zbieznym gdzie q = i

a 5121 5121 4 2048
S=—1=—1=T=512Tl"—=—7‘[

. ’ , e . . 2048
Odpowiedz: Suma pol pierscieni wynosi - T

Zad 12. Z uwagi na to ze trapez jest opisany na okregu wigc |
x+2x=h+10- |
h+10 =3x h=10-3x h I 0
Jak wida¢ na rysunku mamy tréjkat prostokatny o bokach: K :

h =3x-—10; X; 10 |

Stosujac Tw. Pitagorasa mamy: o 1

x?+ (3x —10)% = 107

x2+9x% — 60x + 100 = 100

10x2 — 60x =0

x(10x —60) =0

x=0 v 10x —60=0

x;=0 \% 10x = 60 = x,=6

x1 = 0 nie spelnia warunkéw zadania

Dla x = 6 mamy: a = 2x = 12; b = 6; h=3x—-—10=3-6—-10=18—-10=8

p(athh (12468 _18 o _ g g_ 7y
2 2 2

Odpowiedz: Pole trapezu wynosi 72

Zad 13. Jezeli

R=(9; 13)

= ¥

Q=(8; 6)

punkt P = (0; 10) lezy na osi OY jest punktem stycznosci okregu z osig OY to promien

poprowadzony w tym punkcie jest prostopadly do pro-
stej stycznej czyli do osi OY. Tak wigc srodek okregu
ma wspohrzedne S = (x;; 10). Czworokat QCRS jest
kwadratem bo ma przynajmniej trzy katy proste przy
wierzchotkach Q, R 1 C, a odcinki RS 1 QS = s3 pro-
mieniami — dwa kolejne boki.

Latwo mozna policzy¢ wspotrzedne srodka okrggu ko-
rzystajac z faktu ze RS = QS czyli

JO—x)2+ (13 -10)2 = /(8 —x)%2 + (6 — 10)2
V81— 18x +x2+9 = V64 — 16x + x2 + 16 czyli

81 —18x +x?+9 =64 — 16x + x? + 16 czyli mamy:

x2—18x — x> +16x=64+16—81—-9
—2x = —10]: (-2) x=5



Mamy wiec S = (5; 10) wspotrzedne srodka okregu.

Teraz korzystajac z faktu ze czworokat QCRS jest kwadratem to wektory SR = Q—C) sg rOwne wiec
przyjmujac C = (x; y) mamy

[9—-5; 13—-10]=[x—8; y—6]

[4; 3]=[x-8;, y—6]

x—8=4 A y—6=3

x=12 A y=9

Mamy wiec C = (12; 9)

Teraz trzeba napisa¢ réwnanie prostej QC Q = (8; 6) C = (12; 9)

=192—__68—% y=ax+b y=%x+bwstawmypunkt€=(12; 9)
9=2-12+4b = 9=9+5b = b=0

y = Zx +0czyliy = Zx tak wiec b = 0 czyli punkt B = (0; 0)

Pozostalo wyznaczy¢ punkt A. Prosta CR jest prostopadia do QC wigc a = —% [E . (— é) = —1]

Mamy wiec prosta CRy = — %x + b i przechodzi przez punkt C = (12; 9)

9=-2-12+b = 9=—4-4+b =  b=25

y = —%x + 25 b = 25 mowi nam ze prosta przecina 0§ OY w punkcie A = (0; 25)

Odpowiedz Wspotrzedne wierzchotkow trojkata ABC : A = (0; 25); B=(0; 0); C=(12; 9)
Zad 14. x> —3mx+(m+1)2m—-1)=0

a) ma by¢ 2 pierwiastki czyli A > 0.

A=(-3m)?—-4-1-(m+1)0Cm—-1)=9Im?>—-40C2m? -m+2m—-1) =

=9m? —-8m?>+4m—-8m+4=m?—-4m+4=(m—2)?

(m—2)2>0 (m— 2)? jako kwadrat liczby jest liczba nieujemng (m — 2)?2 = 0 dlam = 2

Mamy wiecA> 0dlam € (—o; 2)U (2; )

b) x; - x5 # 0 czyli trzeba okresli¢ dla jakiego m pierwiastki rOwnania wynoszg 0.

A= (m — 2)2 VA= /(im-2)2=m -2

__3m-m+2 _ 2m+2 _ 3m+m-2 _ 4m-2

X1 = 2 m+1 X, = 2 == =2m-—1
m+1=0 m=—1 v 2m—-1=0 2m = 1|:2 m=-
x;=0dlam=-1 x2=0dlam=%
. 1 1
Mamyvine;c chl . xzz #0dlame€ (—oo; —1)U (— ; E) U (5, 00)
c)0< ~ + o < 3 Majac juz policzone: x; =m + 1 X, = 2m — 1 podany warunek przyjmuje
postac: 0 < —+ <? Czyli mamy do rozwigzania dwie nieroOwnosci:
1 m+1 2m-1 3 1 1 )
Ho<—+ 1 2)—+ <-
m+1 2m-1 m+1 2m-1 3
1(2m-1) 1(m+1) 1(2m-1) 1m+1) 2 _ 0
(m+1)(2m-1) (m+1)(2m-1) (m+1)(2m-1) (m+1)(2m-1) 37
0 < 2m-1 m+1 3(2m-1) 3(m+1) _ 2(2m?-m+2m-1) <0
2m2-m+2m-1  2m2-m+2m-1 32m2-m+2m-1) 3(2m2-m+2m-1) 3(2m2-m+2m-1) —
0 < 2m—1+m+1 6m—3+3m+3—4m?+2m—4m+2 <0
2m2-m+2m-—1 ) 6m2—-3m+6m—3 -
23m —47r; +7m+2 < 0 m =+ _1; m = 1
2m“+m-—1 6m<+3m-3 2
3m2m?+m—-1)>0 (6m?+3m—-3)(—4m?+7m+2)<0
Teraz trzeba wielomiany 2 stopnia z nawiasOw rozlozy¢ na iloczyny.
Zauwazamy ze 6m? +3m — 3 =3(2m? +m — 1)
2m?+m—-1=0 —4m?+7m+2=0
A=12—-4-2-(-1)=1+8=9; V9=3 i A=72—4-(-4)-2=49+32=81; +81=9
e e N SR _-143 _ 2 _ 1 . _ 779 _C16 s, _-7+9 2 1
M= T3 -7 M= == VW= T =% M= " 5577,

Tak wigc nierownosci mozna zapisa¢ w postaci czynnikéw liniowych:



3m-2(m+1)(m—§)>0 3. 2(m+1)(m——) (—4)(m — 2)( )so

6m(m+1)(m—1)>0 —24(m+1)(m—5)(m—2)(m+z)_O
Mamy pierwiastki wielomianow:
m, = —1; m, =0, m;

o =

— " — 1- —1| —
ml—_l mz—_z, m3—5, m4—2

/_1 \/_ /—1 \/ XZ‘ 7
1
me (-1 0U(3; o) m € (—oo; —1)u ~32) U2 )
Teraz bierzemy czg$¢ wspolng wszystkich odpowiedzi 1 mamy 0dp0w1edz koncowq.

m € (—%; D U2 o)

Zad 15. Jak wida¢ na rysunku mamy:
4 prostopadto$ciany o dlugosci (10 — 2x) —x = 10 — 3x — przod i tyt na gorze i na dole.
4 prostopadtosciany o dlugosci 6 — x — po lewo 1 po prawo gora i dot
oraz 4 prostopadlosciany stojace o dlugosci 6 — 2x
Tak wigc tatwo mozna poda¢ wzor na objetos¢ wszystkich klockow:
V =4x%(10 — 3x) + 4x%2(6 — x) + 4x%(6 — 2x) = 4x?(10 —3x+ 6 —x + 6 — 2x) =
= 4x2(22 — 6x) = 88x? — 24x3
Mamy wiec funkcje opisujaca objetos¢ drewna potrzebng na zbudowanie tej konstrukeji:
V(x) = 88x? — 24x3
Aby ustali¢ dziedzing tej funkcji trzeba sobie uswiadomi¢ ze kazda krawedz prostopadlo$cian musi
by¢ liczbg dodatnig. Jak réwniez musi pozostac nie ujemna przestrzen wewnatrz konstrukcji.
Mamy wiec x > 0; 10—-3x=2x; 6—x=20, 6—2x=0

10—-3x>x A 6—x=20 A 6—2x=20
—4x > —10|: (—4) A —x = —6|:(—1) A —2x = —6|:(-2)
xSZ% A x<6 A x<3

Mamy wiec dziedzing x € (O; 2 %>

Obliczamy teraz najwigkszg wartos¢ tej funkeji:
V(x) = 88x? — 24x3 = 8x2(11 — 3x)
V'(x)=2-88x —3-24x% = 176x — 72x?
176x —72x?> =0 czyli 8x(22—9x) =10
8x;=0 Y 22 —9x =0[: (—9)
22 4
X1 = 0 \ Xy = ? = 2;
x, = 0 nie nalezy do dziedziny i nie spelnia warunkéw zadania.

X, = % =2 i to jest maksimum bo V’'(x) = 176x — 72x? jako funkcja kwadratowa z galeziami do
dotu ma w1erzchoiek dlap=x= Lo AT T 3 92 Tak wigc dla
2 2:(=72) 144 144 9

X € (O; 2 E> jako dziedziny rozpatrywanej funkcji warto$¢ pochodnej spada bo jest to przedziat po

prawej stronie od p = —1% Obliczmy tg najwigksza warto$¢ objetosci

22 22 2 22 484 22 3872 3872 3872 11
v(5)=8(5) (11-3-5) =83 (11-) =5 (11-75) = 5535 =50 5
42592 _ 4 67
243 243

Odpowiedz: Funkcja opisujaca objeto$é uzytego drewna ma wzor V(x) = 88x2 — 24x3. Dziedzing tej
funkcji jest D = (O; 2 %> a najwicksza objetos$¢ uzytego drewna jest dla x = 2% 1 objetos¢ ta wynosi

V=175
243



