Listopad 2019 rok (poziom rozszerzony)
Zadania zamkniete

Zad1. V11 -6v2 =\o—6v2+2= |(3-+2) =3 -2

Jezeli kto$ nie wpadtby na ten pomyst to innym wyjsciem jest podnoszenie do kwadratu
poszczegdlnych odpowiedzi

(3-v2) =32-2-3-VZ+VZ =9+6VZ+2=11+6V2Z (B)
Zad 2. f(x) = logzx-3(x3 — x?) Okresli¢ dziedzine

I) Liczba logarytxr;li)wana: x3—x2>0 = x3 > x? =  x € (1; +o0)

II) Podstawa logarytmu: % >0 A x+3+0 A 2;;33 1

2)2=>0 x=3)x+3)>0 x=> x=-3 x € (—0; =3) U (1,5; +0)

b)x+3%0 x# -3

=1 2x—3#x+3 X #6

Teraz taczac wszystkie warunki otrzymujemy cze$¢ wspélng czyli x € (1,5; 6) U (6; +o) (D)
Zad 3. W(x) = (7x3 — 5x% — 2x + 8)°
Zauwazmy fakt ze W(1) = (7(1)3 = 5(1)2—-2-1+8)°>=(7-5-2+8)°=8%= 23% = 215 Jest
sumg wszystkich wspétczynnikéw wielomianu.
Natomiast W(—1) = (7(-1)3 = 5(-1)2 -2 (-1) +8)°=(-7—-5+2+8)°> = (—2)> = =25
Jest sumg wspotczynnikdéw z potega parzysta wzigtych z plusem i nieparzystych wzigtych z minusem.
Teraz W (1) — W(—1) da nam podwojong sume wspotczynnikéw nieparzystych (a suma parzystych
si¢ zredukuje)
w()-w(-1) _ 235-(-25) 215425  25(210+41)
2 2

Natomiast 2*4(21° + 1) jest odpowiedzig (A)
Zad 4. |||x| — 3| — 2| =m

'y
O

\

\ .|/

z

=m
O
1°J

r T T

-15 -10 -5 0 5 10 15

T T 1

Widzimy ze dla prostej y = m dlam € (0; 1) prosta taka przecina wykres funkcji y = |||x| - 3| - 2|

w 8 miejscach, wiec podane réwnanie moze mie¢ 8 rozwigzan ©
Zad 5. Wiemy ze jezeli czworokat jest opisany na okregu to
dla dlugosci bokéw zachodzi zwigzek a + b = ¢ + d.

Ponadto w trapezie odcinek taczacy srodki ramion to %b czyli: 7

%b =7 tak wigc a + b = 14 oraz ¢ + d = 14 i ostatecznie mamy: ’ ¢

at+b+c+d=14+14 =28

©)

Zad 6. Na poczatek trzeba rozlozy¢ na czynniki tréjmian x2 + 7x + 10
A=7%—-4-1-10=49—40=9 V9 =3

-7-3 -743 _ -4

x = _c Xp=——=—=-2 czylix? + 7x + 10 = (x + 5)(x + 2)

oraz ze wzoru na sume sze$cianéw mamy: x> + 8 = (x + 2)(x? — 2x + 4)
x2+7x+10 lim (x+5)(x+2) m (x+5) —245 3 3
x3+8 No=2 (x42)(x2—2x+4) No=2 (x2_2x4+4)  (=2)2-2:(=2)+4  4+4+4 12

lim,__,
0,25

Odpowiedz: [0)



Zad7. f(x) = +18
Pohczmy wartosc1 funkcji na koncach przedziatu:
02+8 3248 _ 9+8 _ 17
f()_0+1_ =8 f()_3+1_T:T:4’25
Teraz jeszcze sprawdzi¢ czy funkcja nie ma ekstremum lokalnego wewnatrz tego przedziatu

2x(x+1)-1(x%+8) _ 2x%+2x—x?-8 _ x%+2x—8

x €(0; 3) x # —1ale —1 ¢ (0; 3) wiec nie ma tu znaczenia

f) == =z = G
f'(x)=0czylix?+2x—8=0
A=2%2—-4-1-(-8)=4+32=236 V36 =6
—2-6 —-2+6 4
X =— = —4 —4¢(0; 3) Xy = — 5=2 2 €(0; 3)
Teraz sprawdzimy jaka wartos¢ ma funkcja w punkcie x = 2
f@=Rorr 2y
T 241 3 3

Odpowiedz: w przedziale (0; 3) najwicksza warto$¢ to f(0) = 8 a najmniejsza to f(2) = 4.

Zad 8. Wykazaé ze: 2x* + 5y% + 10 > 6xy + 4y czyli
2x2+5y2+10—6xy —4y >0
W tej postaci trudno si¢ potapac jakie zapisa¢ r6znice badz sumy podniesione do kwadratu zastepujace
to wyrazenie. Jezeli pomnozymy catg nieréwnos$¢ przez 2 to zadanie staje si¢ o wiele tatwiejsze.
4x2 + 10y? + 20 — 12xy — 8y > 0 a nastgpnie pogrupujemy:
4x% —12xy + 9y®> + y> — 8y + 16 + 4 > 0 i teraz ze wzoréw na kwadrat réznicy mamy:
(2x —3y)? + (y — 4)? + 4 > 0 To juz jest nieréwno$¢ oczywista. Mamy bowiem dwa kwadraty
liczb ktére sg na pewno nie ujemne a dodanie liczby 4 powoduje ze calo$¢ jest zdecydowanie dodatnia.

. - |a?-p2|
Zad 9. Wykaza¢ ze tana = o
- . o a_-b __ab
Jest to tréjkat prostokatny wigc CD = h = Py
x __ xVa?+b?

tana = % = —=

VaZ+p2 C
Odcinek CE jako srodkowa jest polowa odcinka AB wynika to z faktu ze jak
na tréjchie prostokqtnym opiszemy okrag to BE = AE = CE =r
CE = —AB = —\/a2 + b2

TI‘OJkE}t CDE Jest prostokatny bo CD wysoko$¢. Stosujac do niego Twierdzenie Pitagorasa mamy'

2 A2
x% + h? = CE? czylix? = G\/a2+b2) —(L) =%(a2+b2)— (ab)? :%( 2 4 p2) -2

a-b

vaZ+p? aZ+b? a2+bZ
_ (a?+b?)(a%+b?)-4a?b? (a?+b?)*—4a?p? _a*+2a%b?+b*-4a?b? _ a*-2a?b%?+b* (a?-b?2)°
- 4(a?+b?) T 4(a?+p?) 4(a?2+b?) T 4(a?+b?)  4(a?+b?)
x = (a2-p2)2 1 [(a2-b%)? _ 1 |a?-b?|
T A4(@2+b2) T 24 (@%+b?) ~ 2.[(aZ+b?)
2_p2
; |a®-b?] VaZ+p2
Va2 +b2 (a?+b2) |a2-b2| .
tana = = = co byto do wykazania
ab ab 2ab
Zad 10. cos3x +sin7x =0 x €(0; m)

. . - T . . . . . ,
wiemy ze cos x = sin (x + E) tak wiec rownanie przyjmuje postac

sin (3x + %) + sin 7x = 0 Teraz ze wzoru sin a + sin § mamy:

. 3x+§+7x 3x+§—7x . . T T
2 sin . $cos—; = 0 czyli 2sin (Sx + Z) * COS (Zx — Z) = 0 uwaga: cos x = cos(—x)

Iloczyn wynosi zero jak jeden z czynnikow jest zero wigc:
sin(5x+z) =0 \Y% cos(2x—£) =0
4 4




1) sin(5x+§)=o =  Sx+1=0+kn - 5x = km —Z|:5

s
x=kI-Z
20

s b4 3 T 7
Teraz kolejno: k=1 = x= -——=—m; k=2 =>x=n——=="n;
5 20 20 5 2020
3 b4 11 4 b4 1
k=3 =2>x=~-1——==m; k=4 > >x=-n1——==mw="=m;
5 20 20 5 20 20 4
5 s 19
k=b=x=-n——=—m;
5 20 20

2)cos(2x—%)=0 = 2x—%=—+k7r = 2x==—+-+kn = 2x=%n+k7r

3 k
x=-m+-m
8 2

) 3 3 3 1 7
Teraz kolejno k = 0 :>x=§7r+0=§7r; k=1 =>x=§7r+zn=§7r
. 3 7 11 3 19 3 7
Odpowiedz: x € {—n; —n, —mn, -m, —n, =T, —n}
20 20 20 4 20 8 8

Zad 11. Urna: 4 kule biate i 8 czarnych

B — wylosowana kula biata P(B) = 14—2 = = Urna 6 kul biatych i 8 czarnych, razem 14

I wir

C — wylosowano kule czarng P(C) = 18—2 2 = Urna 4 biate 7 czarnych i 2 zielone razem 13.

Teraz losujemy 2 kule:
Zdarzenie A — majg by¢ biate

) Zaszto zdarzenie B: Q1 = (1) = —— =222 =13-7 =91 =) =—==2=15
; 2| 12! 2'4—' 2
PAIB) =3
. = 13 ! 12 13 = 4 4! 34
II) Zaszto zdarzenie C Q) = ( ) i = =136 =78 A= (2) === 6
P(AIC) = == —

13
15 1 1 2 5 2 5-3 2:7 15 14 29
P(A) —P(AIB) P(B)+P(A|C) P(C) —; §+E'§=;+EZE+E=E+E=m

Odpowiedz: Prawdopodobienstwo tego ze w Il losowaniu bedg dwie kule biate wynosi %.

Zad 12. Otrzymany przekrdj graniastostupa jest trapezem ABCD jak na rysunk

| 7 =
Dolna podstawa tego trapezu AB = av/2 - przekatna kwadratu : / e
Wysokos¢ trapezu jest nachylona do ptaszczyzny podstawy pod katem 5 ;W L/
0 \y7: Iy . . ~a V3 Za A}( ______ /.n____ll___
60" Wigc wysokos¢ wyliczymy sin 60° = 27 5 = 27 RNy 1 7#-—‘
P R\ a
=21 - —a_af =
hW3=2-a 3 =a h=—== a B
teraz obliczymy dtugos¢ trzeciego boku tego trojkata:
o X 1 x a3 1
cos 60 = el Xx=— h Sa

3
Teraz trzeba znalez¢ sposob na wyliczenie dlugosci gérnej podstawy trapezu CD.

Tréjkaty ABE i CDF sg podobne (prostokgtne réwnoramienne)

Wysokosc¢ tréjkata ABE to OF = ﬂ - polowa przekatnej kwadratu

Wysoko$¢ trojkagta CDF to FO' = OF — x = %_ - % 3“‘/_ a‘/_ a(3‘/_ V3)

Tréjkat CDF jest prostokatny réwnoramienny i podstawa CD to2- F 0’ czyh

CD = -a(w; V3) =“(3C V3)
a(3v2—v3) 3av2  3av2-av3
Nl 3av2  3av2-ay3
Obliczamy pole trapezu ABCD P = AB+D . p = “% . aT\/E = % . aT\/E =
Sl o3 (6avZ-av3) av3 _ 6a2«/_—3a _ 3a2(2v6-1) _ a?(2v6-1)
2 3 6 3 18 B 18 B 6

2 —
Odpowiedz: Pole tak otrzymanego przekroju tego graniastostupa wynosi = (zf )



Zad13. (im*+m—-3)x>+(C2m—-1)x+2=0

I) Réwnanie jest kwadratowe a # 0 czyli m* +m —3 # 0

A=12—-4-1-(-3)=1+12=13
-1-V13 -1+V13 . -1-V13 -1+V13

5 my = czyhme_f{ " 5 }
II Réwnanie ma dwa rozwigzania czyli: A> 0
A=02m—-1)2—-4-(mM*+m—-3)2=4m?>—-4m+1-8m? —-8m+24 = —4m? — 12m + 25
—4m? —12m+ 25> 0

m1:

A= (—12)?> —4-(—4)- 25 = 144 + 400 = 544 V544 =+/16 - 34 = 4+/34
_12-4v34 _ -4(-3+V34) _ -3+/34 _ 12+4v34 _ -4(-3-V/32)  -3-34
17 2-0) — -8 -2 m; = 2:(-4) -8 -2

me (—3—@_ —3+«/§)

2 2

III) Rozwigzania sg dodatnie czyli z wzoréw Viete’a x; + x, = —Z > 0oraz x; " X, = 2 >0
_ 2 _ 1-2m . 2 _ _

a) = Oczyli(m*+m—-—3)(1-2m) >0 1

Obliczmy tylko 1 —=2m =0 = -2m=-1 = m=-

Korzystajac z obliczen w punkcie I mamy m; = _I_T\/E ; my = % ; msz = —1+2\/ﬁ ;

me (- 25E)u(s 255 . T

5 -1-\13 1 —1+\13
b) x; X, = 5 > 0 czyli ———> 0 czyli: 2 2 2

2(m?*+m—-3)>0

-1-v13 —-1+v13
; m, = ;
2

Teraz korzystajac z tego co obliczone m; =
. —1-V13 -1+V13
me(—oo, 2 )U( 2 ’+oo)
Teraz uwzgledniajac wszystkie otrzymane przedzialy to ich cze¢s¢ wspdlna wynosi:
-3—v/34  -1-/13
me (25 50
2 2
IV) Pierwiastek Il ma by¢ 2 razy wigkszy od I czyli: x, = 2 - x4
Wstawiajac ten warunek do wzoréw Viete’a mamy:
b 1-2m 1-2m

X1+x,=x1+2'x1=3x;, =——= = X1 = —————
1 2 1 1 1 a m2+m-3 1 3(m2+m-3)
Xy X, =Xy 2x; =2x2 =S= 2 = x? =

1" X2 1 1 1=, " m2+m—3 17 m24m-3

Teraz wstawiajac za x? i za x; wyznaczone wartosci do réwnania poczatkowego
(m?+m—3)x?+ (2m — 1)x + 2 = 0 mamy:

) ~ 1 ~ 1-2m _ .
(m*+m-—23) —— 7t 2m—-1) o) +2 =0 czyli:
11— —am?—
1_I_(Zm 1(1 2m)+2:0 — 2m—4m 1+2m_}_3:0
3(m2+m-3) 3(m2+m-3)
2m—am?-1+42m  9(m?+m-3) — —4m2+4m-1+9m?+9m—-27 0
3(m2+m-3) 3(m2+m-3) 3(m2+m-3) -
2 _
S AISM28 — 0 czyli S5m? + 13m — 28 =0
3(m2+m-3)
A= 13?2 —-4-5-(28) = 169 + 560 = 729 V729 = 27
~13-27 _ -40 ~13+27 _ 14
my = = —= -4 my = :—:1’4
10 10 10 10
Trzeba jeszcze ustali¢ czy te liczby leza w przedziale (—3—2«/ﬁ; —1—2«/ﬁ )
“3-V34 —4,415 --- 1-VI3 —2,303 tak wiec widzimy ze —4 € (—3—2«/ﬁ; —1—2«/ﬁ) natomiast
-3-V34  -1-Vi3
Lie ( 2 2 )

Odpowiedz: Jedynym rozwigzaniem spelniajacym warunki zadania jest m = — 4.



Zad14. x+6y—12=0 x+y—-7=0 x—4y+18=0
rozwigzujac kolejne uktady rownan ustalamy punkty przecigcia prostych czyli wierzchotki tréjkata.
x+6y—12=0
x+y—-7=0]-(-1)
x+6y—12=0 +
—x—y+7=0|
6y —y=12-7 = 5y =5]:5 = y=1
Dx+6-1-12=0 = x+6=12 = x=6
x=6
o1 A=@® 1
x+6y—12=0
x—4y+18=0|-(-1)
x+6y—12=0

—x+4y—18=0!T

6y +4y =12+ 18 = 10y = 30]: 10 = y=3
Dx+6-3—-12=0 = x=12-18 = xX=-—6
xX=-—6

x+y—-7=0

x—4y+18=0|-(-1)

x+y—-7=0

“x+4y—18=0!"

y+4y=7+18 = 5y = 25]:5 = y=5
x+5-7=0 = x=7-2 = x =2

x =2

y=5 €= 5

Otrzymalismy tréjkat jak na rysunku:

Pozostato znalez¢ Srodek okrggu 1 dtugos¢ promienia. Mozna to zrobi¢ przynajmniej dwoma
sposobami:

I) Wiemy ze srodek okregu opisanego na trojkacie lezy w punkcie przecigcia symetralnych bokow.
Mozna wigc poszuka¢ srodkéw przynajmniej dwdch odcinkéw np. AB i BC, wyznaczy¢ proste
prostopadte do danych prostych a potem rozwigza¢ uktad powstaty réwnan.

II) Mamy réwnanie okregu (x — a)? + (y — b)? = r? i wstawiamy do niego wspétrzedne znanych
punktéw lezacych na okregu:

(6 —a)*+ (1 —b)? =r? 36 —12a+a?+1—2b+ b? =12
(—6—a)*+ (3 —b)*=r% czylii36 + 12a + a® + 9 — 6b + b? = r?
2-a)+G->h?2=r? 4—4a+a®+25—10b + b? =1r?

Teraz poréwnajmy réwnania I z Il oraz II z III i otrzymamy uktad réwnan
{36—12a+az+1—2b+b2 =36+ 12a +a*+9 — 6b + b*

36 +12a+a*+9—-6b+b*>=4—4a+ a®*+ 25— 10b + b?
{—12a—12a—2b+6b=36—36—1+9

12a +4a—-6b+10b =25—-36—-9+4

kwadraty si¢ redukuja



{—24a+4b = 8|: (—4) {6a_b =2,
16a + 4b = —16|: 4 4a+b=—4
6a +4a = —6 10a=—6|'10 a= _%z_g
b=—4a—4=—4-( ) 4=2_4=2_2_°

5 5 5 5

S=(a; b)= (—%; _E) wspélrzqdne srodka okregu

Pozostato policzy¢ promien okrggu aby napisa¢ rOwnanie okregu
2 2 2 2
2 2 2 2 3 8 33 13 1089+169 _ 1258
6—-—a)*+(1-b) =r r :(6+§) +(1+E) ——(—) +(—) = =

5 5 25 25

2 2
Odpowiedz: Réwnanie okregu ma postac: (x + %) + (y + g) = %2’8

Zad 15. —+

= 3)2 toEt 22k

Po lewej stronie mamy nieskonczony cigg geometryczny a, = ﬁ oraz q = ﬁ Aby byt zbiezny

czyli aby mozna bylo zastosowa¢ wzér § = 1a_—1q musi by¢ spetniony warunek |q| < 1 czyli musi by¢
spelnione zatozenie |ﬁ| <1 czyl ﬁ <1 A ﬁ > -1
a)Dla x >3czylix -3 >0 —>0ezyli |-=| ==

x-3 x=3l 7 x-3
mamywiqC‘L<1|-(x—3) = 1<x-3 = —x<—3—1 = x>4
b)Dla x <3czylix—-3<0 —< 0 czyli |—| = _ﬁ
mamyw1qc.—;>—1| (x—3) = —-1<-1x-3) = —-1<-x+3 = x<2
D = (—%; 2)U (4 +)

1

teraz rozwigzujemy nieréwnos¢ wynikajace z S = 1a_—1q czyli >2—x
a a e
ST >2-X = Z2r=>2—x = 22 >2—x
x—3 x-3 x—3 x-3
1 3 1 1
—I=>2-x = — >2-x = ——(2-x)20
x—-3 x—4 xX—4 x—4
1 (2-0G-4) >0 — 1-(2x—8-x%+4x) >0 — 1-2x+8+x2—4x >0
xX—4 x—4 xX—4 xX—4
x2-6x+9 2 2
— >0 = (x“—6x+9x—-—4)=0 = (x—3)(x—-4)=0
x—3=0 V. x—4=0 = X1 =x, =3 x3 =4
X €(4; +x)
Odpowiedz: Rozwigzaniem nieréwnosci jest przedziat x € (4; +) / 3\/ 4
3a%V3

Zad 16. Graniastostup prawidlowy szesSciokatny. Pole podstawy to P, =

Bpe=2- 3)a\r‘l‘6aH—3a2\/—+6aH SV3
3a2\/§+6aH—S\/§ i stad 6aH = SV3 — 3a%V3|: 6a
SV3-3a%yV3
H:T
2 2 5 a2 - L
V:Pp-HgdZiePp: a\/ECZyIiV:'Sa\/g_ i sta _3a\/§_5\/§3a\/§:3a\/§(5\/§3a\/§):
z 6a 12a

_ 3:35a®-9:3a* 3a2(35 9a?) a(35 9a?)
12a 12a
Mamy wigc objetos¢ gramastoslupa jako funkcje krawedzi a
V()_a(ss 9a%) 3%51_

- Aby okresli¢ dziedzing tej funkcji oczywistym jest ze a > 0 jako

$vV3-3a?y3
6a

dtugos¢ krawedzi, ale takze musi by¢ H > 0 jako wysokos$¢ graniastostupa czyli > 0 co daje



s\/— 3a%y3

>E 260 = SV3>3d3V3|V3 = $>3a2:3 = <3 ijuzwiemy
zea>0toa<\/§ a<§ MamywiqcaE(O; ?)
a(35 9a?) _ 3Sa _ 9a3
V(a) = 20) 3% 2
V' (a)=:—3-%=%—%Szukamyekstremumczyh—s—274a =0
2
TE-B = 27a?=3Sk27 = at=3 = a=2
2
Widzimy ze dlaa>§; 27; >i—sczyli mamy V'(a) < 0
Vs 27a?

natomiast dla a < —-; < 34—5 czyli mamy V'(a) > 0

4
wynika to chociazby z faktu ze funkcja f(x) = x? jest rosngca dla x > 0

Tak wiecdlaa = g mamy maksimum.

Obliczmy tg objetos¢. Czyli podstawmy do wzoru na objetos¢: a = \é—g
N 3
350 iy 38 (%) s 25 5 S5 5 s 255 5B
V(a) =—— " —V( ) _—— = 2T 3 =

4 4 4 4 4 4 4 12 12 6



