Czerwiec 2019 rok (poziom rozszerzony)(nowa matura)
Zadania zamkniete

Zadl. (4—-m®»)x=m?—-3m+2
tatwo zauwazy¢ ze dla m = 2 mamy:0x = 0 czyli dla kazdego x mamy: 0 = 0 ©)
Zad2. A=(1; 1); B=(6; 3); C=(4; 5)

Z rysunku wida¢ ze da si¢ zrobi¢ to na 3 sposoby ©

Zad 3. 15x° —133x* + 383x3 — 499x2 + 146x + 120
Zgodnie z twierdzeniem Bezouta pierwiastki wielomianu muszg spetnia¢ warunek a = g

gdzie p — dzielniki wyrazu wolnego q — dzielniki przy najwyzszej potedze. Z podanych przyktadéw dzielni-

kiem 15 jest tylko 5. Natomiast dzielnikiem 120 jest 6 a nie jest 9. Wigc tylko g spetnia twierdzenie (A)
Zad4. a, =§ Ape1 = %an czyli mamy a; = %; q =§
3
- % _ 5 _31_33_72
ST 1T 12753751 5 (D)

Zadania otwarte

Zad 5. Mamy 16 kul 10 biatych 1 6 czarnych
Losujemy 2 razy po 1 kuli bez zwracania Q = 1615
10-9 3

Wylosowane kule maja by¢ biate A = 10 - 9; P(A) = YT Z%S = Z = 0,375
Odpowiedz:

Zad 6. Liczby siedmiocyfrowe iloczyn cyfr 28

Szukamy kombinacji kiedy moze by¢ taki wynik.

Rozktadajac 28 na czynniki pierwsze mamy: 28 = 2 -2 - 7 czyli ta liczba siedmiocyfrowa moze zawierac:
I) dwie 2; 714 jedynki

Il) jedng 4, 71 5 jedynek

(wazne ze liczba nie zawiera zer bo iloczyn bylby zerem)

I) (7) 5:1=-—-5-1=22.5=21-5=105 Na poczatek obliczam na ile sposobéw mozna wstawic¢
2 2151 2

dwie dwojki w ta 7 cyfrowa liczbe (;) potem dopisuj¢ siddemke na 5 sposobdw 1 jest tylko 1 sposéb na do-
pisanie jedynek.

Il)7-6-1 =42 Aby wpisa¢ czwérke mam 7 miejsc do dyspozycji potem wpisuje siddemke i mam 6 wol-
nych miejsc a reszt¢ uzupelniam jedynkami i na to jest jeden sposéb.

Ostatecznie wszystkich mozliwosci jest 105 + 42 = 147.

Odpowiedz: Wszystkich liczb 7-dmio cyfrowych w ktorych iloczyn cyfr wynosi 28 jest 147.

25x2%2-9

Zad7. f(x) = 13 Obliczy¢ f'(10)
Obliczamy pochodna funkcji:




50x(x2+2)-2x(25x2-9) _ 50x3+100x—50x3+18x _  118x

fe) = (x2+2)2 (x2+2)2 T (x242)2
£1(10) = 11810 _ 1180 _ 1180 _ 295 D

(10242)2 ~ 1022~ 10404 2601

Zad 8. Mamy wykazaé ze |[¥ABC| — |<ADC| + 2 - |XAEC| = 360°

Wprowadzamy oznaczenia: <DAB = a; <ABC =

IBCD =y; «CDA=; JAEC = ¢ A< > C
Z sumy katéw czworokata ABCD mamy: a + f +y + 6 = 360° :

tak samo w czworokacie ABCE mamy: %a + [+ %y + ¢ = 360°

Mnozac drugie rownanie przez 2 mamy: a + 2 +y + 2 = 720°
Teraz odejmujac od réwnania a + 2 + y + 2& = 720° réwnanie a + f§ + ¥y + 6§ = 360° otrzymujemy:
a+20+y+2e—a—L—y—36=720°—-360° czyli

B+ 2e -8 =360°czyli f — & + 2¢ = 360°. Mamy wicc |XABC| — |XADC| + 2 - |XAEC| = 360°

co nalezato wykazaé

B

Zad 9. n° — 3n* —n + 19 dzieli si¢ przez 16 dla n — nieparzystego.
n°*—-3n*-n+19=n*n-3)-n+3+16=n*n-3)-1n-3)+16=n*-1)(n—-3)+16 =
=?*-1D"*+1)n-3)+16=n-1Dn+1DN*+1)(n-3)+16 =
=m-3Y((n—-1Dn+1D"N*+1)+16

Mamy zatozenie ze n nieparzysteton —3; n—1; n+1; n?+ 1 sgliczbami parzystymi. Mamy wiec
iloczyn 4 liczb parzystych (n — 3)(n — 1)(n + 1)(n? + 1) czyli jest on podzielny przez 2 -2 -2 -2 = 16.
Ostatecznie mamy sume 2 liczb podzielnych przez 16.

Odpowiedz: n® — 3n* — n + 19 jest podzielne przez 16 bo da si¢ przedstawié¢ jako suma dwéch liczb po-
dzielnych przez 16.

Zad 10. Suma katéw wewnetrznych wielokata o n bokach to: (n — 2) - 180° - bo wielokat da si¢ po-

dzieli¢ na n — 2 tréjkatéw. Idac dalej jeden kat wielokata ma miarg (n-2)180°

n
) . .. . (n—2)-180° (n+2-2)-180° .
Tak wiec zgodnie z zaloZzeniem zadania mamy: — * 2° = — czyli
(n—2)-180° n'180° (n-2)180° | 2°n _ n-180°
—+2°=— = —+t—=
n n+2 n n n+2
180n—360+2n __ 180n 182n-360 _ 1801

= -
n+2 n n+2

n
(182n — 360)(n + 2) = 180n?
182n2 + 364n — 360n — 720 = 180n?
182n% — 180n2 + 4n — 720 = 0
2n2 + 4n — 720 = 0]: 2
n? +2n —360 = 0[: 2

co wymnazajac na krzyz mamy:

A=2%2—4-1-(—360) = 4 + 1440 = 1444 V1444 = 38
-2-38 _ —40 -2+38 _ 36
n,; = —20 niezgodne z zatozeniem (ilos¢ bokow jest liczba dodatnig)

n, = 18 - wynik zgodny z zatozeniem zadania.

Odpowiedz: W osiemnastokacie wielko$¢ kata jest o 2° mniejsza niz w dwudziestokacie.
S

Zad 11. Do rysunku ostrostupa dorysowujemy wysokos¢ trojkata
BCS - odcinek SG i tréjkata ADE — odcinek AF.

wysokosci te przecinajg si¢ pod katem prostym w punkcie F.
Wprowadzamy oznaczenia FG = x; SF =2x; GS = 3x

Wynika to z faktu ze tréjkaty DES 1 BCS s3 podobne w skali % =

Odcinek AG jako wysokos¢ tréjkata rownobocznego ma dtugos¢:
oznaczmy jeszcze |AF| =y; |AS|=|BS| =1z



Tréjkat BGS jest prostokatny wiec z2 = 3% + (3x)2 z? =9 + 9x?

Tréjkat AGF tez jest prostokatny z zalozenia postawionego w zadaniu, wigc (3\/5)2 =x% +y?
9-3=x%+y? = 27 = x% + y? = y? =27 — x?

Tréjkat AFS tak samo jest prostokatny wiec z2 = y? + (2x)? podstawiajac teraz za y i za z wyliczone war-
toéci mamy: 9 + 9x? = 27 — x? + 4x?

9x% +x%—4x2=27-9 = 6x? =18]:6 = x?=3

x =13 |GS| = 3x =33

Teraz korzystajac z trojkata GSO wyliczymy dlugo$é wysokosci ostrostupa |SO| = H

Wiadomym jest ze punkt O dzieli wysokos$¢ podstawy w stosunku 2 : 1 stad |GO| = % 3vV3=+3

Mamy wigc z twierdzenia Pitagorasa V3’ +H? = (3\/5)2 = H?=27-3=24
H=+24=+4-6=2V6
V=1-2.6-3v3-2V6=6V36=6VI8=6v9 2 =6-3V2 = 182

Odpowiedz: Objetos¢ ostrostupa wynosi 18+/2.

Zad12. 4x>+ Q2 -4m)x+m?—-m—-2=0

I) Istniejg dwa pierwiastki czyli A> 0
A=2—-4m)?—4-4-(m*—m—2)=4—16m + 16m? — 16m? + 16m + 32 = 36

Tak wigc A= 36 niezaleznie od m, czyli dla kazdego m € R istniejg 2 pierwiastki.

IT) Pierwiastki maja by¢ dodatnie. Aby pierwiastki byly dodatnie musi ich suma jak tez iloczyn by¢ dodatni.

Spetnimy ten warunek za pomocg wzoréw Viete’a x; + x, = —g > 0; X1 Xy = 2 >0
xHx,=—2="250 = 4m—2>0 = 4m > 2 - m >
2_m-—
xl-x2=§=m;n2>0 = m?*-m-2>0
A=(-1)?-4-1-(-2)=1+8=9 V9 =3
1-3 1+3
m = =1 my == =2

me€ (—oo; —1) U (2; +x)
Teraz biorgc cze$¢ wspdlng m > % A me (—oo; —1)U (2; +o0) mamym € (2; +o0)
II) Pierwiastki spetniaja warunek x? + x2 < %
Korzystamy ze wzoru (a + b)? = a? + 2ab + b? mamy a? + b? = (a + b)?> — 2ab co nam daje
Mamy wiec: x7 + x5 = (x; + x,)? — 2x;,x, teraz korzystajac z wzoréw Viete’a mamy

_on\2 2 2 2 _m_
xf_}_x%:(zlm 2) _zm m 2_( _1) _m—mz

4 2 2

1 5 1 5 . : . e
~m? —-m + i ostatecznie mamy do rozwigzania nieréwnos¢

11 1
=m?-—m+,--m?+-m+1=

~ 3 2
%mz—%m+zs%|-4
2m? —-2m+5<17 = 2m? —-2m+5—-17<0 = 2m? —2m—12<0[:2
m>—m-6<0
A=(-1)2—-4-1-(-6)=1+24=25 V25 =5
1-5 1+5
m1=—=—2 m2=—=3

2 2
m € (—2; 3) Teraz uwzgledniajgc rozwigzania z I; 11 i III mamy
(2; +0)n(=2; 3)=(2; 3)
Odpowiedz: Warunki zadania sg spetnione dlam € (2; 3)

Zad 13. Okrag przechodzi przez punkty: A = (—2; 6); 2x—y—5=0; P =90
Zadanie mozna policzy¢ bardzo szybko
Obliczajac odlegtos¢ punktu A od danej prostej otrzymujemy dtugos¢ potowy przekatnej AC:

_ |2:(=2)-1-6-5| _ |-4-6-5] _ 15 _ ﬂﬁ

J22+(-1D2  Va+1 V5 s
Korzystajac teraz ze wzoru na pole rombu mamy: 90 =

= 3+/5 Jest to potowa przekatnej AC wiec cata wynosi 6v/5.

o). g 180 = 6v5 - p,



py = %OE = % = %ﬁ = 615 Otrzymali$my ze przekatne sa réwne wigc romb jest kwadratem

majac grugos¢ przekatnej kwadratu fatwo obliczy¢ jego bok

p=av2 az%z%gz—wjﬁ:&/ﬁ

Odpowiedz: Dhugo$é¢ boku wynosi 3v10

(Zadanie byloby ciekawsze i dtuisze gdyby bylo polecenie aby policzy¢ wspétrzedne wierzchotkow.)

Na poczatek wypada obliczy¢ wspétrzedne srodka. Mamy prosta BD 2x —y —5=0czyli: y = 2x — 5

Prosta AC ma wigc jako prostopadta do niej a = —% 2- (— %) =-1
Prosta AC ma wiec postaé y = — %x + b i przechodzi przez punkt A = (—2; 6)
6=—>(-2+b = 6=1+b = b="5

Prosta ACtoy = —%x +5

Teraz rozwigzemy uktad réwnan { - ;Ex ; > aby obliczy¢ wspoétrzedne przecigcia si¢ przekatnych.
Yy =4x =

—%x +5=2x-5

—~x—20=-5-5 = -2:x=-10 = x=4

y=2x-5 = y=2-4-5 = y=8-5=3 S=(04; 3)

(Teraz podaje¢ jeden ze sposobow na obliczenie wspotrzednych wierzchotkow)

Mozna teraz napisaé réwnanie okregu o $rodku w punkcie S = (4; 3) i promieniu r = 3+/5 na ktérym be-
2

da leze¢ wierzchotki kwadratu (x — 4)? + (y — 3)? = (3v/5)” Majac uktad réwnan: réwnanie okregu i

rOwnanie prostej y = 2x — 5 wyznaczamy wspotrzedne wierzchotkéw B i D

{(x—4)2+(y—3)2=9-5 {(x—4)2+(2x—5—3)2=45
y=2x-5 y=2x—5
x? —8x+ 16 + 4x* — 32x + 64 = 45
5x% — 40x + 80 — 45 = 0]:5 x2—=8x+7=0
A= (—8)2—4-1-7 =64 —28 =36 V36=16
8-6 2 8+6 _ 14
nm==3=1 =5 =7=7
Dlax; =1y=2x—-5=2-1-5=-3 B=(1; -3)
Dlax; =7y=2x—-5=2-7-5=9 D=(7;, 9
Teraz wspotrzedne punktu C = (x; y) mozna obliczy¢ z réwnosci wektor6w
AB = DC AB=[1-(-2); -3-6]=[3 —-9]
DC=[3 ~9=[x-7 y-9]
x—7=3 x=34+7=10 y—9=-9 y=—-94+9=0
C =(10; 0)

Odpowiedz: Szukane wierzchotki rombuto B = (1; —3); C=(10; 0); D=(7; 9).

Zad 14. 4sin7x -cos2x = 2sin9x — 1 x €(0; m)

P . . . a+t a—
Mamy wzér: sina + sin§ = 2 smTBcos Tﬁ



gdy sobie podstawimy a = 9x [ = 5x to otrzymamy: a;r—ﬁ = @ =T7x —~ =5 = 2x

czyli mamy: sin 9x + sin 5x = 2 sin 7x cos 2x czyli

2sin7x cos2x = sin9x + sin5x | - 2

4 sin 7x cos 2x = 2(sin 9x + sin 5x) Wstawiajac to wyliczenie do réwnania poczatkowego mamy:
2(sin9x + sin5x) = 2sin9x — 1

2sin9x + 2sin5x = 2sin9x — 1

2sin9x — 2sin9x + 2sin5x = -1

2sin5x = —1|: 2

sin5x=—% = 5x=£n+2kn Vv 5x=%n+2kn
x=ln+zkn Vv x=En+zkn
30 5 30 5

Teraz aby udzieli¢ ostatecznej odpowiedzi trzeba ustali¢ ile i jakie sg rozwigzania dla x € (0; )
Mamy:dlak = 0: x; = %n; X, = %n

7 2 19 11 2 23
dak=1: x3=—n+-t=—m, xu=—n+-m=—n

30 5 30 30 5 30

7 4 7+24 31 31
dlak=2: xe=—n+-m=—n=—m, —T7 0, &

57 30 5 30 30’ 30 €(0; m)
. ) S ) 7 11 19 23

Odpowiedz: Rozwigzaniami rOwnania R L Tt T A

Zad 15. Mamy obliczy¢ pole tréjkata o bokach x + 2x = 3x; 18 —x; 18 —2x
gdzie x to dlugo$¢ promienia najmniejszego okregu.

Mamy obliczy¢ pole tego tréjkata P = /p(p — a)(p — b)(p — ¢)

= w = % = 18 - polowa obwodu trgjkata

P =,/18(18 —3x)(18 — 18 + x)(18 — 18 + 2x) =

= /18(18 — 3x) - x - 2x = 1/36x2(18 — 3x) = 6x/18 — 3x
P(x) = 6x/18 — 3x - pole tréjkata jako funkcja zmiennej x.
Okres$lmy dziedzing tej funkcji.

1) Boki tréjkata muszg by¢ wicksze od zera

x>0 A 18—2x>0 = x € (0; 9)

2) Boki tréjkata musza spetniac warunek tréjkata czyli:
3x+18—-2x>18—-x 1 18—x+18—2x > 3x

x+18>18 —x i 36—3x > 3x
2x >0 i 36> 6x
x>0 i x<6 D =(0; 6)

Teraz trzeba policzyc pochodng funkcji P(x) = 6xv18 — 3x ale uczen szkoty $redniej nie potrafi obliczy¢
pochodnej z pierwiastka wiec wprowadzmy nowg funkcje:

f(x) =P(x)* = (6xV18 — 3x)2 = 36x2(18 — 3x) = 648x2 — 108x3 = 108(6x2 — x3)
Extremum funkcji f(x) jest w tym samym miejscu co P (x).

f(x) =108(6x2 — x3)

f'(x) =2-6x—3x%=12x — 3x?

12x —3x%2 =0 = 3x(4—x)=0 = x=0 % x=4
Dla x = 0 widzimy ze x € D (okregi nie moga by¢ o zerowym promieniu)

Dla x = 4 mamy maksimum bodlax < 4; 4 —x > 0 natomiastdlax >4; 4—-—x<0

Dla x = 4 mamy tréjkat o bokach: 3x = 12; 18 —2x =18 -8 = 10; 18—x=18—-4 =14
Obliczmy pole trojkata dla bokéw 10; 12; 14;

P(x) = 6xv/18 —=3x = P(4) = 6 - 4/18 — 3 - 4 = 24/18 — 12 = 246

Odpowiedz: Tréjkat o najwiekszym polu ma boki dtugosci 10; 12; 14; a jego pole wynosi 24V6.



