Matura 7 matematyki poziom rozszerzony maj 2019r

Zadania zamknigte

Zad 1. <logl y) . (logl x) = (—log,y) - (- log,, x) = (logx y) - (logy x)
x y
Najtatwiej przyja¢ np.: x =2y = 8 to mamy (log, 8) - (logg 2) = 3 % =1 (D)

Zad 2. cos?105° — sin? 105° = cos(2 - 105°) = cos 210° = cos(180° + 30°) = — cos 30° = —g (A)

Zad 3. Wystarczy zajac si¢ punktem B = (1; 2) i jego obrazem wzgledem OX czyli B’ = (1; —2).
Wida¢ wyraznie ze famana przechodzaca przez DAB’CE to wykres f(x) = |x| przesunigty o wektor
[1; —2] czyli wz6r na tg tamang to f(x) = [x — 1| — 2

Ostatecznie aby z B’ otrzyma¢ B mamy f(x) = ||x —-1| - 2| B)
Zad4. Jezeli P(B') =~ to P(B) = 1 — =>Mamy dane: P(A|5) =
Wz6r na prawdopodobienstwo warunkowe to P(A|g) = P;’gf) Oznaczmy P(ANB) = x
. 13 3
_:% Czyhx:E-Z:% (C)
4

Zadania otwarte
Zad 5. Korzystajac z twierdzenia: Jezeli lima, =a limb, =bto lim(a, —b,) =a—>b
n—-oo n—-oo n—-oo
an3+11n? n?
7n3+5n2+3n+1  3n2+1

20 ~ 095238
21

Odpowiedz: Cyfry po przecinku do wpisania w odpowiedzi to 952

Zad 6. Mamy cyfry: {1; 3; 5; 7; 9} W liczbie pieciocyfrowej te cyfry maja si¢ nie powtarzaé¢ wiec
jesliby chodzito o ilo$¢ takich liczb to by bylo 5! =1-2-3-4-5 =120
Warto zauwazy¢ ze konkretna cyfra na konkretnym miejscu jest 4! = 1-2 -3 -4 = 24 razy.
Wartos$¢ liczby pieciocyfrowej mozna zapisa¢ tak a - 10000 + b - 1000 +c-100+d-10+ e
Tak wigc jesli chodzi o sume¢ wszystkich tych cyfr to kazda cyfra na kazdym miejscu jest po 24 co
daje ze po zsumowaniu moje symboliczne a, b, ¢, d, e maja tg samg wartos¢. Przyda si¢ tez fakt ze:
1+3+5+7+9=25.
Mamy wiec S = 24 - 25- (10000 + 1000 + 100 + 10+ 1) = 600- 11111 = 6666600

) on3+11n2 ) n2 9 1 27 7 20
:llmn—)oo 3 2 _llm 2 - - ——_——_= —
7n3+5n2+3n+1 pnoc3n2+1 7 3 21 21 21

lim,,_ o (

Zad7. P =(10; 2429) y = 2x% 4+ x + 2219 prostay = ax + b jest styczna w P
y' = 4x 4+ 1 - pochodna danej funkcji kwadratowe;j
f'(10)=4-10+1 =41 a = 41 - wspétczynnik kierunkowy stycznej w punkcje x = 10

styczna ma posta¢ y = 41x + b i przechodzi przez P = (10; 2429)
2429 =41-10+b = 2429 =410+b = b = 2019

Zad 8. Dla dowolnych liczb dodatnich, jezeli x <y a — dowolne to ;C/JFTZ + % > 2

Na poczatek udowodnimy ze dla dodatnich x < y % + % > 2

xZ x2+y2

—+y—2>2 = xy

> 2 = —2>0
xy Xy xy xy
2442 2_ 2 —v)2
x“+ys  2xy >0 — xX4=2xy+y >0 — (x=y) >0
xy xy xy xy

A ta ostatnia nieréwnos¢ jest prawdziwa dla tak okre§lonych x i y, gdyz mianownik jest dodatni a w
liczniku mamy kwadrat liczby r6znej od zera.

Teraz wystarczy zauwazy¢ ze ;JFTZ > % To przy takich zatozeniach jest oczywiste bo:

x+a)y>@+ax



xy +ay >xy+ax
ay > ax bo y > x zgodnie z zalozeniem
Zad 9.
Tréjkat ABC réwnoramienny. Wykazaé ze jezeli |[AM| = |CN| to |ST| = %IABI
Prowadzimy wysoko$¢ CO. Tréjkaty ACO i BCO sg przystajace
bo tréjkat ABC réwnoramienny. Tréjkaty ACO i AMS podobne
bo prostokatne i maja wspolny kat przy wierzchotku A.
Analogicznie tréjkaty BOC 1 BTN tez podobne
Tak wiec z faktu podobienstwa trojkatow ASM, AOC 1 BNT wynika ze:
jezeli ]AM| = |CN] i |[MC| = [NB]| to |AS| = |OT|i [SO| = |[TB|
oczywiste ze |AS| + [SO| = |OT| + |TB| =2 |AB| bo A S OT

tréjkat réwnoramienny ABC
mamy wiec ostatecznie jezeli |AS| + |SO| = %|AB| oraz |AS| = |OT| to ostatecznie
|SO| + |OT| = |ST| = %|AB| koniec dowodu.

Zad 10. Ze wzoru Herona mozna obliczy¢ pole tréjkata ADC C

16+14+6 _ 36
=— =5 = 18 potowa obwodu

P, =,/18(18 —16)(18 — 14)(18 — 6) = V18- 2 4- 12 =

V9-2-2-4-4-3=+9-64-3=3-8-V/3 =243
To samo pole mozna policzy¢ ze wzoru:

P=%-a-b-sina
co daje szanse na obliczenie kata przy wierzchotku A
24V3 =216 6"sina

243 = 48 -sina
24V3 _ V3
48 2
Teraz zapisujac twierdzenie cosinuséw dla tréjkata ABC (a doktadnie uiywajgc obliczonego kqta 60°) mamy:

x2=16%+(x+6)>2—2-16"(x + 6) cos 60°
x2 =256+x2+12x+36—32-(x+6)-%
x? =256+ x%+12x + 36 — 16x — 96
4x = 196|:4 x =49
Obwdd wynosi: 16 +49 + 6 +49 = 120
Zad 11. x* + y? — 12x — 8y + 43 = 0 przeksztatémy do postaci kanoniczne;
x2—12x+36+y -8y +16—-9=0
(x—62+(y—4?>=9
(x — 6)% + (y — 4)? = 3% Mamy okrag o $rodku S; = (6; 4) i promieniur; = 3
x% +y? — 2ax + 4y + a®* — 77 = 0 przeksztatémy do postaci kanonicznej
x2—2ax+a*+y*+4y+4-4-77=0
(x—a)’+(y+2)2=81
(x —a)? + (y + 2)? = 92 Mamy okrag o $rodku S, = (a; —2) i promieniur, =9
I. Okregi mogg by¢ styczne zewnetrznie czyli odlegtos¢ miedzy srodkami wynosi:
rn+rn=3+9=12
Srodek okregu pierwszego lezy w punkcie S; = (6; 4) a $rodek okregu drugiego w odlegtosci 12 od
niego czyli na okregu o wzorze (x — 6)? + (y — 4)? = 122 dodatkowo wiadomo ze lezy on w
punkcie S, = (a; —2) czyli na prostej o réwnaniu y = —2. Trzeba wi¢c rozwigza¢ uktad réwnan:

sina = a = 60°



{(x—6)2+(y—4)2 = 12?2
y=-=2
x?>—12x + 36 + (—6)? = 144
x%—12x + 36 + 36 = 144
x2—12x—-72=0

Wstawiajac y = —2 do I rownania mamy:

A= (—12)2—4-1-(=72) = 144 + 288 = 432 V432 = /144 -3 = 124/3
x1=12_;2ﬁ=6—6\/§ x2:12+;2\/§=6+6\/§
Mamy wigc a; = 6 — 6v/3 a, =6+ 6v3

II. Okregi te moga by¢ styczne wewnetrznie wtedy odlegto$¢ miedzy srodkami wynosi:
1, — 11 = 9 — 3 = 6 Teraz wigc rozwigzemy uktad rownan
(=6 +o-a =6
y=-2
x?2—12x + 36+ (—6)?> =36
x2—-12x+36=0
A=(—12)2-4-1-36=144—-144=0
12
—_— 6
2
Trzecie rozwigzanie a; = 6
Zad 12. Ciag (a; b; c) arytmetyczny, czyli ma posta¢ (a; a+r; a+ 2r)

Wstawiajac y = —2 do I rownania mamy:

. 1 2 C e .
Ciag (Z; ey 2a+2b+c) geometryczny. Po uwzglednieniu ze pierwszy arytmetyczny mamy:
(1_ 2 . 1 ) __(1_ 2 . 1 ) __(1' 2 . 1 )
a’ 3(a+r)’ 2a+2(a+r)+a+3r)  \a’ 3a+3r’ 2a+2a+2r+a+3r) \a’ 3a+3r’ S5a+5r
1
_On+1 _ 43 _ sggsr _ 1 3a+3r _ 3(a+r) _ 3
an - a, T _2_ 7 sq+5r 2 10(a+r) 10

3a+3r
Zad 13. W(x) = 2x3 + (m3 + 2)x? — 11x — 2(2m + 1) dzieli si¢ przez (x — 2) a przy dzieleniu przez
(x + 1) daje reszte 6
Oznaczatozedlax =2 W(x)=0adlax=-1 W) =6
I) Mamy wigc dla x = 2
WR)=2-224+m3>+2)22-11-2-22m+1)=0
16 +4(m3+2)—22—-4m—-2=0
4m3+2)—-4m—-8=0
4m3 —4m =20
4am(m?-1)=0
dm(m—-1)(m+1)=0
Idm=0 VvV m—1=0 V m+1=0
m=0 VvV m=1 V mg=-1
II) Natomiast dla x = —1 mamy
W1 =2-1D3+m3*+2)(-1D?*-11-(-1)-22m+1) =6
—24+1m3+2)+11-4m—-2=6
mi+2—-4m+7=6
mi—4m+3=0

A= (—4)?-4-3=16-12=14 Vi =2
4-2 2 442 6
m= =71 my =5 =373

Uwzgledniajac I oraz Il mamy rozwigzanie m = 1
Podstawiajagc m = 1 otrzymujemy wielomian:
W) =2x3+ (13 +2)x?2-11x—-22-1+1)



W(x)=2x3+3x>—-11x—6
2x3+3x2—-11x—6<0
Widzimy ze dla x = 2
W@)=2-22+3-22-11-2-6=2-8+3"4—-22-6=16+12—-28=28-28=0
mamy wiec x; = 2
2x2+7x+3
2x3 +3x%2 —11x —
—2x3 4 4x*
= 7x?-—11x ((x—2)
—7x% + 14x
3x—6
—-3x+6
Teraz rozwigzujac 2x2 + 7x + 3 = 0 mamy:

A=72—-4-2-3=49—24 =25 V25 =5 /_\

-7-5 —-12 —-7+5 -2

- 1
X, = = —=-3 Xor = == —- ‘3 -

v

. 1
Odpowiedz: x € (—00; -3)U (_E; 2)
. . 1,
Zad 14. (cos x) [sm (x — g) + sin (x + g)] = >sinx

. . . . 1,

(cosx) (smx . cos% —cosx- smg + sinx - cosg + cosx - smg) = > sinx
. . b4 1 . 1 1 .

wiedzgc ze cos < = - mamy: (cosx) (2 sinx - E) = Zsinx

. 1,
(cosx)(sinx) = Esmx| - 2

2(cosx)(sinx) = sinx
2(cosx)(sinx) —sinx =0

sinx (2cosx—1)=0 sinx=0 V 2cosx—1=0
sinx =0 x,=0+kn
2cosx—1=0 = 2cosx =1
cosx=% x2=§+2kn x3=2—”+2kn
2
Zad 15.V =2 v=lahH=1a®2 p="Cy
gdzie a — krawedz podstawy; h — wysoko$¢ podstawy H — wysokos$¢ graniastostupa
a’v3 _ 8
" H=2 = H_ZaZ\/‘ PENG
2
By = a’v3 a- a’v3 + 3aH - pole powierzchni catkowitej
_ a2\/§ __a*/3 8 _a*3  24a _a*y3 24 _a’V3 83
Ppc— 2 +3aa2\/§_ 2 azv3 2 +ax/__ 2 +a
8\/_
P(a) =
2a\/— 8v3 8v3
P'(a) = (— )= i
Dla ]aklego a funkcja posiada ekstremum
av3 — i =0|-a a+0
a®V3 - 8\/— =0[:V3

a®> =38 a=2



. .. e . . oy . . 8vV3 . .
jest to minimum bo warto$é¢ pochodnej czyli warto$é wyrazenia av/3 — a—\/; dla a < 2 jest uyjemna a dla

a > 2 jest dodatnia.
Krawedzie graniastostupa to: a = 2 - krawedz podstawy

_pg-—_8 __8 _ 8 _2_2v3 ;
b_H_aZ\/§_22\/§_4\/§_\/§_ 3 - krawedz boczna
2 2
Py = g f + %5 =2 f + %5 =2V3+4/3 =6V3- pole powierzchni catkowitej graniastostupa.




