Listopad 2018 rok (poziom rozszerzony)
Zadania zamkniete

Zadl. a, = 16 a; =1 a; =a; - q?
1=16"-¢q> q? = % q=- % = —% bo cigg ma by¢ niemonotoniczny
:£:1_61:16.f:ﬁ:12f:12,8 (B)
1-q 1+Z 5 5 5

Zad 2. f(x) = log,,1(4 — x?) okresli¢ dziedzine.
I) podstawa logarytmu jest wigksza od zerair6znaod 1 czyli: x +1>0 A x+1#1

x>-1 A x+0 x€(—=1; 0)U(0; +x)
II) Liczba logarytmowana jest dodatnia czyli: 4 — x% > 0 2-x)2+x)>0
x € (=2; 2)
teraz szukamy czesci wspdlnej 11 11
Odpowiedz: x € (—1; 0)uU (0; 2) (©)
Zad 3. |3 — ﬂ = m. Kiedy 2 rozwigzania dodatnie?
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Z wykresu funkcji y = |3 - ;| widac¢ ze dlam € (0; 3) prosta odpowiadajgca wartosci m przecina
wykres w 2 miejscach po prawej stronie osi OY czyli sg to wartosci dodatnie.

(B)
Zad4. f(x) =" D = R\{2}
, 1-(x—2)%—(x+3)-2(x-2 x%—4x+4-2(x?-2x+3x—6 X% —4x+4-2x%-2x+12 —-x?—6x+16
to f100) = 25 (x(—z)4) = (x(—z>4 = (-2 R
Sprawdzamy kiedy moze by¢ ekstremum: —x2 — 6x + 16 = 0
A=6%2—4-(-1)-16 =36 + 64 = 100 V100 =10
6-10 _ —4 6+10 _ 16
n= == = =58
X, = 2 nie nalezy do dziedziny
Tak wigc x, = —8 to jedyne ekstremum lokalne D)
Zad 5. ¥ADC = 125° jako kat przylegty do danego kata 55°
LABC = 180° — 125° = 55° - z sumy katéw E

przeciwlegtych w czworokacie wpisanym w okrag.
Teraz z tréjkata BCE mamy:
a = 180° — (40° + 55°) = 180° — 95° = 85°

(A)



. x-3 x3-52
Zad 6. lim,.,_, (2 -T2 D = R\{2}
Przeksztalcimy i upro$cimy wyrazenie
x-3 x3-52  (x-3)(x%-2x+4) x3-52  x3-2x%+4x-3x2+6x-12-x3+52 _ —-5x2+10x+40 _ —5(x?-2x-8)
x+2  x3+8 (x+2)(x2-2x+4) T x3+8 x3+8 - x3+8 T (x+2)(x2-2x+4)

teraz przeksztatémy do iloczynu wyrazenie x? — 2x — 8

A=(-2)2—4-1-(-8)=4+32=36 V36 =6
2-6 -4 246 8
xlz—:—:— x2:_:_:4
2 2 2 2
Tak wiec x2 —2x — 8 = (x + 2)(x — 4)
Mamy wigc dalej
—-5(x2-2x-8) _  -5(x+2)(x-4) _  —-5(x—4) _
Dz - i E-zxrD)  Rozere) GAX F 2
Wartos$¢ otrzymanego wyrazenia mozna policzy¢ dla x = —2
-5(x—4) —5-(—=6) 30 30 x-3 x3-52

=== 2,5 Tak wiec lim,_,_, (— — ) =25

(x2—2x+4)  (=2)2=2:(=2)+4  4+4+4 12 x+2  x3+8
Odpowiedz: 2|[5/[0]

Zad7. 3x —|2x = 7| <1lczyli—|2x — 7| <11 =3x |- (-1)
[2x — 7| >3x — 11
Ustalmy teraz znak wyrazenia z pod wartosci bezwzglednej 2x — 7

2x—7=0 = 2x =7 = x =3,5
Mamy wigc
|2x_7|:{2x—7 dlax = 3,5

—2x+7 dla x < 3,5

2x—7>3x—-11 dlax = 3,5

Mamy wigc do rozwigzania dwie nieréwnosci: {—Zx +7>3x—11 dlax <35

D2x—-7>3x—11

2x —3x>7—-11 = —x > —4 = x<4 AN x=3,5
x € (3,5; 4)
Il —2x+7>3x—-11
—2x—3x>-7—-11 = —5x > —18|:(-5) = x<36A x<35
x € (—oo; 3,5)
Odpowiedz: Ostatecznie suma odpowiedzi IiIl: x € (—oo; 4)
Zad 8. sin(x+%)+cosx=§ x € (0; 2m)
korzystajac z faktu ze cos x = sin (x + g) mamy:
sin (x + E) + sin (x + E) =2 Teraz korzystamy ze wzoru na sina + sin § = 2 sinﬂ- cos i
6/ MEYERS 2 2
2 Sln X+E+X+E . COS x+g—x—g _ E
2 2

2
. 2x+§n %n 3
2 sin Srcos( =) =2

2
. 1 T 3 . . T T _ 3
2sin{x + 37)rcos|—7) =3 teraz wiedzac ze cos ( — =) = cos— = — mamy:

2-£-sin(x+l7r =2 \/§Sin(3€+lﬂ)=E
2 3 2 3 2
. 1 3 3v3 43
sm(x+—7t)=—=—=—
3 2+/3 23 2
x+§n=§+2kn \Y x+§n=§n+2k7r kecC

x = 2km \% x=§n+2kn
Teraz trzeba podaé rozwigzania dla x € (0; 2m)
Mamy wigc dlak = 0 x, =0; x2=§ndlak=1 X3 =21



. ’ , . . . 1
Odpowiedz: ROwnanie ma 3 rozwigzania x € {0 ;o3 Zn}

Zad 9. Oczywistym jest ze jezeli r = 5 to bok trapezu AD = 10 10
Rysujac z wierzchotka C wysokos¢ CD otrzymujemy tréjkat prostokatny
BCD o przyprostokatnych CD = BD = 10

10V2

%

i przeciwprostokatnej BC = 10+/2 korzystamy ze wzoru na przekatna A

kwadratu BC = av2 = 10v2 Q b
Teraz wykazemy ze tréjkat BOC jest prostokatny z wysokoscig OF = 5

wysoko$¢ OF dzieli go na dwa tréjkaty prostokatne BOE i OEC 10 10V2
Trojkaty te sg prostokatne bo promien OFE jest prostopadty do boku BC

(kat stycznej z promieniem)

Tak wigc tréjkat BOE ma katy miary <OBE = 45°:2 = 22,5° 0 B
IBEO = 90° <«EOB = 180° — (90° + 22,5°) = 67,5°

Teraz trojkat OEC:

IBCD = 180° — 45° = 135° a zatem <OCE = 135°:2 = 67,5°

i trojkat jest prostokatny wiec KCOE = 22,5° Tak wiec trdjkat BOC ma takie same katy
Teraz w tréjkacie BOC wprowadzamy oznaczenia CE = x; BE = 10v/2 — x
Korzystajac z podobienstwa trojkatow BOE 1 OEC mozemy zapisa¢ proporcje:

x 5

= 52 = x(10v2 — x)

5 = 10V2—x
25 = 10V/2x — x?2
x2—10V2x+25=0

A= (—10VZ)" — 4- 24 = 200 — 100 = 100 V100 = 10
x1=10€_10=5\/§—5 x2=10€+10=5‘/§+5

Ostatecznie mamy: Jezeli CE = 5v/2 — 5 to BE = 10+/2 — (5\/5 — 5) =5vV2+5
Jezeli CE = 5V2 + 5to BE = 10v2 — (5¥2 + 5) = 5v2 -5
Odpowiedz: Ramie pochyte trapezu podzielone jest na odcinki: 5v2 — 51 5v2 + 5

Zad 10. Tréjkat jest dowolnyi a = 28 wykazemy ze: a? — b? = bc C
. .. . a b .
I) Z twierdzenia sinus6w mamy: = a =2 czyli a

sina sin 8

a __ b . . . _ . . b
Sn2f  sing teraz wiedzac ze sin 28 = 2 sin 8 cos f Mamy: ]
a b ) _
2sinfcosf  sinp a-sinf =b-2sinfcosf . A
__2bsinfcosf _a
=g - 2bcosf = cospf = —

IT) Z twierdzenia kosinuséw mamy:
a’? = b? +c? —2bccosa gdziea = 2B oraz cos2f =2cos?p —1
a? = b? + ¢? — 2bc cos 2 czyli a? = b? + ¢? — 2bc - (2cos? B — 1)

a2=b2+c2—2bc-(2(%)2—1>

a2=b2+c2—2bc-(2%—1) = a2=b2+c2—2bc-(2a—;—1)

2 2 2 ad’c
a =b“+c*— - + 2bc
Takze z twierdzenia kosinusow

b* = a* + ¢* — 2accos B gdzie cos B = %

2 2 2 a 2 2 5 a?c
b =a*+c —2ac5 b2=a%+c -
Teraz korzystajac z uktadu otrzymanych rownan:

2
a?=b%+c2—2542bc| b 2 _ 13 2 _ 2 2
IZ’C czyli po pomnozeniu przez b {IZ 631 :_bI; 5 ‘:_119?2 ) : (Cll ch + 2b“c

b?=a*+c?—==| b



Teraz wstawiajac Il réwnanie do I mamy ba? = (ba® + bc? — a®c) + bc? — a’c + 2b%c
ba? = ba® + bc? — a’c + bc? — a®c + 2b%c

ba? — ba? = 2bc? — 2a®c + 2b%c

2bc? — 2a’c + 2b%*c = 0|: 2¢

bc—a?+b?=0 = —a?+b?=—bc| - (-1) = a? — b? = bc

Co nalezalto wykazaé.

Zad 11. W (x) = 2x3 + ax? + bx + c dzieli si¢ przez x*> + x — 6 aprzez x + 1 z resztg 6
Obliczmy pierwiastki x? + x — 6
x2+x-6=0
A=12—4-1-(—6)=1+24 =25 V25 =75

-1-5 —-1+5
j— — 2

X1 == = -3 Xy =—

Wiemy wigc ze W(—3) =0 W(2) = 0 natomiast W(—1) =6

Mamy wigc do rozwigzania uktad 3 réwnan z trzema niewiadomymi a, b, c:
2(=3)3+a-(-3)>+b-(-3)+c=0

2:2°+a-2°+b-24c=0

2:(—1)*+a-(-D)*+b-(-D)+c=6

—54+9a—-3b+c=0

116 +4a+2b+c=0

—2+a—-b+c=6

9a—3b+c—54=0

4a+2b+c+16=0 ZIlréwnaniaa = b — c + 81 wstawiamy todo Ii Il
a—b+c—8=0

‘9(b—c+8)—3b+c—54=0

4b—c+8)+2b+c+16=0

{9b—9c+72—3b+c—54=0

4b—4c+32+2b+c+16=0

{6b—8c+18=0

6b—3c+48=0

{ 6b—8c+18=0 . : .
g—q P° dodaniu stronami mamy:

II réwnanie pomnozymy przez (—1)

—6b+3c—4
6b—6b—8c+3c+18—-48=0
—5¢—-30=0 —5¢ =30[: (—5) c=-6
Teraz uzywajac I réwnania mamy 6b — 8c + 18 = 0 6b—8-(—6) = —18
6b = —18 — 48 6b = —66|:6 b=-11

a=b—-—c+8=-11-(-6)+8=-11+6+8=—-11+14=3
Odpowiedz: Rozwigzaniem uktadu jest:

a=3
b=-11 CzyliW(x) =2x3+ax?+bx+c=2x3+3x>—-11x—6
c=-—6
Zad 12.  Mamy zbiér {1; 2; 3; ---; 29; 30} to
Prawdopodobienstwo warunkowe P(A|B) = P(%Q)B): tu musimy korzysta¢ bezposrednio z tego wzoru.

A - wylosowano takie dwie liczby ze ich iloczyn jest mniejszy od 30

B - pierwsza wylosowana liczba jest mniejsza od drugiej

Q) - wylosowano dwie liczby z podanego zbioru bez zwracania

0=30-29=870

Jezeli nie zauwazymy ze zdarzenie B powstaje jako kombinacja (320) to moc zbioru B bedziemy liczy¢
etapami:

I) jak pierwszg liczba byta 1 to drugg mogty by¢ wszystkie {2; 3; --+; 29; 30} = 29 mozliwosci,
II) jak pierwsza byta 2 to druga mogty by¢ {3; 4; ---; 29; 30} = 28 mozliwosci

1 tak dalej az jak pierwsza byta 29 to drugg musiataby by¢ tylko 30 czyli 1 mozliwos¢.

Zliczajac te wszystkie mozliwosci mamy 29 + 28 + 27 + -+ 16+ 15+ 14+ -+ 3+ 2+ 1=



30-14 + 15 =420+ 15 =435
(Mozna tez zauwazy¢ ze moc zbioru B tatwo policzy¢ bo jest po prostu kombinacja (320) gdyz kazda

para wybierana jest tylko raz (320) = 2!3_—(2)!8! = Ziﬂ =29-15=1435)
. 435
Tak wigc P(B) = P

Teraz trzeba policzy¢ zdarzenia sprzyjajace zdarzeniu A N B czyli kiedy iloczyn mniejszy od 30 gdy
pierwsza liczba mniejsza od drugie;.

Gdy pierwsza 1 to druga moze by¢ {2; ---; 29} - 28 sztuk.
Gdy pierwsza 2 to druga moze by¢ {3; ---; 14} - 12 sztuk.
Gdy pierwsza 3 to druga moze by¢ {4; ---; 9} - 6 sztuk.

Gdy pierwsza 4 to druga moze by¢ {5; 6; 7} - 3 sztuki.

Gdy pierwsza 5 to nie ma drugiej spetniajgcej wymagania zadania {5 - 6 = 30 = 30} - O sztuk.
Tak wigc ANB =28+12+6+3 =49

P(ANB) _ 375

P(ANB) = — P(A|B) =252 =322 =
870

49
P(B) 435
Zad 13. (m + 1)x? 4+ 2v/2x — m? + 2 = 0 r6zne rozwiazania spetniajg warunek x? +x? >m — x; - x,

I) Aby réwnanie byto kwadratowe: a # O czylim+1 # 0 m# —1

II) Maja by¢ 2 pierwiastki rownanie czyli: A> 0

A= (2v2) —4-(m+1)-(2—m?) =8— (4m +4)(2 —m?) = 8 — 8m + 4m® — 8 + 4m? =

= 4m3 + 4m? — 8m Musi byé A> 0 czyli 4m3 + 4m? —8m >0

Poszukajmy pierwiastkéw réwnania 4m3 + 4m? — 8m = 0

4amm?+m-2)=0

m=0 VvV m*+m-2=0

A=12—-4-1-(-2)=1+8=9 9=3
-1-3 -4 -1+43 2
my=—-=3 =72 my=—-=5;=1 N /
me (—2; 0)uU(l; +oo) . 0\_/' >
I1I) Kiedy spetniony jest warunek xZ + x2 > m — x; * X, /
Warunek ten przeksztatcimy do postaci aby mozliwe byto skorzystanie z wzoréw Viete’a

x4+ x? = (x, + x3)% — 2x; - x, czyli mamy
(xl +x2)2—2x1'x2 Zm_xl'xz
(xl +x2)2 2 m—x1 'xz +2x1 'xz CZyll (x1 +x2)2 Zm‘l'xl 'xZ

. . -b =22 c 2-m?
Teraz z wzor6éw Viete’a mamy xq; + x, = — = X1 Xy ===
a m+1 a m+1
Czyli nasz warunek przyjmuje postac:
2
-2v/2 2—-m? 8 m(m+1)+2-m?
( \/—) > m+ N > (m+1) —
m+1 m+1 (m+1)2 m+1
8 m2+m+2-m?2 8 m+2
= = = — =
(m+1)2 m+1 (m+1)2 m+1
8 m+2 8 m+2)(m+1
_mi2 g — __ (m+2)(m+1) >0 —
(m+1)2 m+1 (m+1)2 (m+1)(m+1)
8 m2+m+2m+2 8-m?-3m-2 -m?-3m+6
— >0 = —>0 = —>0
(m+1)2 (m+1)2 (m+1)2 (m+1)2

Z uwagi na to ze (m + 1)? jako kwadrat liczby jest nie ujemny oraz m # —1 to wystarczy zapisac:
-m?—-3m+6=0
A=(-3)2—-4-(-1)-6=9+24=233

3-v33 _ V/33-3 3+/33 3++/33 . 3+/33 V33-3
my = = my = = - Otrzymujemy: m € ( — ;
1 -2 2 2 -2 2 2 2

Teraz aby da¢ odpowiedz trzeba ustali¢ cze$¢ wspdlng odpowiedzi I; 1T 1 I11.
Odpowiedz: m € [(=2; 0)U(L; +oo)]n (=22, A 21 o
me (=2 ~DU (-1 0u(L; ‘/ﬁ"”)




Zad 14. a, + a, + a3z + a4, = 272 ciag geometryczny oraz a; = a; + 48 skad otrzymujemy:
a, +48 =a,q?
Natomiast z faktu Ze to cigg geometryczny mamy a; + a, ' q + a; - g% + a, - q3 = 272
Mamy wigc uktad rownan:
{a1+48=a1-q2

a, +a, q+a1-q2+a1-q3 =272

a, —a,-q*=-48
a;(1-q?) = —48|: (1 — q¢*)

Wyznaczmy z I réwnania a,

—48 48 . .
a, = = Wstawmy to za a; do Il réwnania
1—q2 q%-1
48 48 48 48
721 + 721 q+ 721 . q2 + mqs = 272]|- (qz —-1); q # 1 q # —1 (z zatozenia wynika ze ciag nie jest staty)

48 + 48q + 48¢% + 48¢° = 272(q> — 1)

48 + 48q + 48¢7 + 48¢° = 272¢° — 272

4843 + 4842 + 48q — 272q% + 48 + 272 = 0

4843 — 224q% + 48q + 320 = 0|: 16

3q% — 14g® + 3q + 20 = 0 widzimy ze réwnanie spetnia g = —1

Spr: 3(~1)% — 14(-1)? + 3(-1) +20 =3 - (-1) —14-1—-3+20=-3 - 14— 3 +20 = —20 + 20 = 0
Podzielimy wielomian 3q3 — 142 + 3q + 20 metodg Hornera przez dwumian q + 1

3 -14 3 20
obliczenia 3:(-1)—-14=-17 -17-(-1)+3 =20 -1-20+20=0
pierwiastek -1 3 -17 20

Otrzymali$my wielomian 3g% — 17¢g + 20 Czyli mamy do rozwigzania 3q> — 17q + 20 = 0

A= (—17)> —4-3-20 = 289 — 240 = 49 V49 =7

_17-7 _10 _5 _ T _ 2,

h 23 63 48 48 48 q248_ 23 _9 o 5
Dla g =jmamy: a; = 5= = @1_1 =%5_1 :%_6:48'E: 27 a, = 27-§=9-5 = 45

a;=45-2=15-5=75 a,=75-2=25-5=125
Liczby te spelmaja} podany warunek a; + a, + az + a4 =27+45+ 75+ 125 =272

48 48 48

Dla g = 4 mamy: a; = = = =—= 3 Juz widzimy ze wyrazy ciagu nie beda liczbami

q2 -1 42-1  16-1 15
catkowitymi wiec nie spelniajg warunkéw zadania.

Odpowiedz: Liczby spetniajgce warunki zadania to {27; 45; 75; 125}



Zad 15. parabola y = ~x? — 11iokrag x2 + (y + 6)? = 8 S=(0; —6) r=+8=2V2

o]
Z

o B

d

(€] D
[en]

D
(en]

Punkt stycznosci lezy na paraboli y = %xz -1

Prosta ktdrej szukamy ma posta¢ y = ax + b

Aby prosta z parabolg miata punkty wspdélne musi zachodzi¢ zwigzek
%xz—l=ax+bczyli%x2—ax—1—b =0

Powstato nam réwnanie kwadratowe wiec gdy A= 0 to rdwnanie to bedzie miato jedno rozwigzanie,
czyli prosta begdzie styczna do paraboli.

102

QX —ax— 1-b=0

A= (-a)?—4->-(-1—-b)=a’+b+1

A=0czyliia?+b+1=0

Teraz korzystajac z faktu Ze prosta ta ma by¢ styczna do okregu x2 + (y + 6)2 = 8

mamy ze musi ona przechodzié¢ w odlegtoéci r = V8 = 2v/2 od $rodka okregu S = (0; —6)
Prosta y = ax + b w postaci ogdlnej bedzie miata postac ax —y +b =0

czylimamy A = a; B =-1; C=b

_ la0+(=1)-(=6)+b| _ . l6+b| _

d= Ny 2v2 czyli Ny 22

Mamy wigc do rozwigzania uktad rownan:
a*+b+1=0
l6+b| JZ  Wyznaczamy z I réwnania a* = —b — 1 i wstawiamy do II
Varr1 - 2V2

\% = 2V2 czyli lj%' = 2v2|-V-b

|6 + b| = 2v2-vV-b

Ze wzgledu na warto$¢ bezwzgledng wypadatoby rozpatrzy¢ 2 przypadki

6+b=2V2-V-b \Y% 6+ b =—2v2-vY=b po podniesieniu do kwadratu mamy
(b+6)?=8"-(-b) (Trzeba zauwazy¢ ze (2\/5)2 = (—2\/5)2 =8)
b?+12b+36 = —8b b?+12b+36+8b =0

b? +20b +36 =0

A=20%2—-4-1-36 =400 — 144 = 256 V256 = 16



by = —202 16 _E — _18 b, = —202+16 _ _g —_o
Dlab——18mamya —-b—-1a*=—-(-18)-1=18-1=17

a=+V17 a, =17 a, = —V17
Dlab=—-2mamy:a’?=-b—-1a*’=-(-2)—-1=2-1=1

a=+V1 a3=\/T=1 a4=—\/T=—

Odpowiedz: zadanie ma 4 rozwigzania. Proste spetniajace warunki zadania to:

y =+/17x — 18 y = —/17x — 18 y=x—2 y=—Xx—2

D : E
Zad 16. W graniastostupie mamy dane x + x + y = § gdzie: y i
x — krawedz podstawy y — krawedz boczna. i
y =8 — 2x — wysoko$¢ graniastostupa  hy,, = xz_\/i — wysoko$¢ podstawy :C
Mamy obliczy¢ objetos¢ tego graniastostupa wigc: X
2 \
V=P-h=l-x-h-hzl-x-x—ﬁ-(S—Zx)zx\E v B
p 2 p 2 2 X
Mamy wigc wzor na objetos¢ jako funkcje zmiennej x:
x2/3 x2\3(S-2x)  SV3x2%2-2v/3x3 SV3x%2 24/3x3  SV3x2  /3x3
V(x) = = = = — = —
4 4 4 4 2
D= (0 ; g) (wymiary krawedzi nie moga by¢ liczbami ujemnymi)
Obliczamy pochodng funkcji w celu poszukiwania ekstremum
V() By 3 B2 = Iy 33y
_ 553 _
5\/_’“ =0 = x(3P-33x)=0
x=0 v e _S\Bx=0
x=0 x € D krawedz gramastoslupa nie moze by¢ zero.
V33 7 = 3x = 58 V3.2 _s
T - E 3x =0 = —\/§x = — X = > 3 \/_ 3
Dlax =2 7 mamy maksimum gdyz dla V'(x) = —\/—x \/— x? jak wstawimy x < gto otrzymamy
S;/_ > = \/_ 3x“ czyli V'(x) > 0 a jak wstawimy x > = to otrzymamy ix <= \/_ 3x czyh V'(x) <0
Teraz obhczymy objetos¢ graniastostupa dla x = g y=8S—-2x=85-2- § =S - ? = g
5\? 52v3
\/— - - 2 3
= (5o = EE (s-23)==3=SB.5_58
4 4 3 36 3 108
Odp0w1edz Wymiary tego graniastostupa to:
5§33

X = g— krawedz podstawy y = g— krawedz boczna czyli wysokos¢, a objetos¢ wynosi V = 08



