Czerwiec 2018 rok (poziom rozszerzony)(nowa matura)
Zadania zamkniete

_ : : —2. : —9. . log24
Zad 1. L =logs;2-log, V3 log 4 = 2-log, V3 log 4 = 2-log, V3 log;ﬁ =
=2-log,4=2-2=4 (D)
Zad2. (x—3)?+ (y+7)? =625czyli (x —3)? + (y + 7)? = 252 okrag o promieniu 25
(x —12)? + (y — 5)? = r? drugi okrag. Aby byty styczne (zewnetrznie lub wewngtrznie) to odlegto$é mig-
dzy $rodkami musi by¢ sumg lub r6znicg promieni:
A= (3 -7) B=(12; 5) 4B = [12—-3; 5—-(=7)]=1[9; 12]
|AB| = V92 + 122 = /81 + 144 = /225 = 15 25—-15=10 ©)

Zad 3. \/(1—x/§)2+\/(2—\/§)2=|1—x/7|+|2—x/7|=\/§—1+2—\/§=1 (A)

Zad 4. Trzeba sobie uswiadomi¢ ze na wynik ma tu najistotniejszy wptyw wspétczynnik przy x gdyby go
nie byto czyli by wynosit 1 czyli by bylo |x + a| < 2 to liczb spetniajacych takg nieréwnos¢ bytoby 3
fa—1;, a a+ 1} oczywiscie liczba a nie ma wptywu na odpowiedz a tylko przesuwa liczby spetniaja-
ce nieréwnos¢ w lewo badz w prawo. Wspdiczynniki przy x bedace utamkiem wiasciwym powodujg ze
liczb spetniajacych nierdwnos¢ jest wiecej (utozone sg gesciej) Tak wigc odpowiedzig moze by¢ tylko

Ex + 5| < 2 co daje nam koniunkcje nieréwnosci %x +5<2 A %x +5> -2
%x < -3 A %x > —7 1ostatecznie %x < —2% A x> —5%
co daje ostatecznie odpowiedz {—5; —4; —3} B)

Zadania otwarte

Zad 5. f(x) = > a=(6 %)

x_12 2 2 2 >
, _ 2x(x-1)-x*1 _ 2x%-2x-x° _ x°-2x
==y =" ~ e
wspotczynnik kierunkowy stycznej w danym punkcie to warto$¢ pochodnej w tym punkcie
' _6°-26 _ 36-12 _ 24 _
f'6)=Goy: = =7 =35 = 0,96
Odpowiedz: @ |§| @

Zad 6. |BC|?> — |AC|? = |AB| - |AC|

wprowadzajgc oznaczenia |BC| =a |AC|=b |AB|=c¢
mamy do udowodnienia: a? — b% =c-b

Z twierdzenie sinusOw mamy:

a b .oa b a b B
— = ——czyli —— = = = . ==
sina sinf sin2f sin 8 2sinfcosf sinf8
a-sinff =b-2sinfcospf |:sinf a = 2bcosp
a
Cosp = —
B=w

Z twierdzenia kosinus6w mamy tez takg zalezno$¢
c b

S = 5oy dziey = 180° — (a + B) = 180° — (28 + B) = 180° — 38
C . [
sin(180°-3p8) - sin B Czyh sin3p -
sin 8 = b -sin3p teraz stosujac wzor na sin(a + ) = sin(2f + f) mamy:

sinf8 = b -sin(2f + )

~sinff = b - (sin2f - cosf + cos2f - sin B) teraz stosujgc wzory na sin 2@ i cos 2a mamy:
-sinff =b-[2sinf - cosf - cosf + (2cos?B — 1) - sinB]

sinff =b-sinf[2-cos?B +2cos?pB — 1]

sinf =b-sinf[4-cos? B —1]|:sinp

2
¢ = b(4-cos? B — 1) teraz korzystajac z faktu Ze mamy cos f = % czylicos? B = f?

b .. . o N
. gdyz wiemy ze sin(180° — a) = sina

a O a0 aaq



c_b(4 £-1) - c=bZ b N c=%—b|b

4b?
b-c=a?-b? co nalezato wykaza¢

1 T

Zad 7. sin (—2 — a) cos( + a) a € (0; 5)
Stosujac wzoru na sinus réznicy ka}tow i kosinus sumy katéw mamy:

A . A s . s . s .
sm(——a) COS( +a) (Sln—'COSOK—COS—'SlnCZ)'(COS—'COSOK—SII’I—'SII’IOK)=

12 12 12 12 12

T T T . T . T . s s . . s .
=sin—-cosa ' cos—'cosa —sin—-cosa-sin—-sina —cos—-sina'cos—-cosa +cos—-sinasin—-sina =

12 12 12 12 12 12 12 12
R T 2 s 2T . 2 . s 2 . T
=sin—-*cos“a-*CoOS— —SIn“—-*cosa *sSina — Ccos“—-sina *cosa + cos—*sin“ a * sin— =

12 12 12 12 12 12

. . . . y . . T T y .

(Teraz z pierwszego i ostatniego wyrazu mozna wylaczy¢ przed nawias sin—-cos—aze $rodkowych cosa - sina )

= sin—- cos—(sm @+ cos?a) —cosa-sina (sm ~ + cos? —) =sin—-cos—-1—cosa-sina-1=
12 12 12 12 12

1 1 1 1 1 1
= sinZ-cos= — cosa-sina =-sin= —=sin2q ==-=— - sm 2 = - — —sm 2a
12 12 276 2 2 2 4
Mamy wigc teraz do udowodnienia nierdwnos¢:
11, 1 n . .y i qrx . i
2 5 sin 2a < " a € (0; ;) czyli 2a € (0; ) Jest to nier6wnos$¢ do$¢ oczywista gdyz:

sina gdy @ € (0; m) ma warto$¢ dodatnig wiec %sin 2a > 0dla2a € (0; m)

R S 1
Mamy wigc 2 5 sin 2a < "

Zad 8. x® + x* =2(x*+x—1)

x8+x2 =2x*+2x—2

x8+x2—2x*-2x+2=0

x8 —2x*+ 1+ x% —2x+1=0 teraz stosujgc wzér (a — b)? = a? — 2ab + b* w drugg strong, mamy:
(x*—=12+ (x—1)2=0 tudoIréznicy stosujemy a®> — b%? = (a —b)(a + b)

[(x2=1) - (x?2+1D]*+ (x—1)?2 =0 ijeszczeraz a®> — b* = (a — b)(a + b)
[(x—1D-(x+1D)-x*+DP+x-1?*=0

(x—1%-(x+1)% - (x2+1)% + (x — 1) = 0 teraz wylaczamy (x — 1)? przed nawias

(x—1D?[(x+ 1)?- (x? + 1)2 + 1] = 0 mamy iloczyn czyli:

(x—1)2=0 % (x+1D?-(x*+1)%2+1=0

Dla (x —1)? = 0 mamy odpowiedZ x = 1 o czym pisze w zadaniu

Dla (x + 1)%-(x2? + 1)? + 1 = 0 nie ma rozwigzania gdyz po lewej stronie mamy iloczyn liczb nieujem-
nych powiekszony o 1 wigc nie moze si¢ réwnac 0

Odpowiedz: Tak wigc zostato wykazane ze jedynym pierwiastkiem réwnania jest x = 1

Zad 9. Mamy do dyspozycji cyfry: {0; 1; 3; 5; 7; 9} aliczba ma by¢ 8 — cyfrowa.

na pierwszym miejscu takiej liczby nie moze by¢ 0 wigc mamy 5 innych cyfr a nastepnych dowolna kazda.
Wszystkich takich liczb wiec bedzie: O = 5 - 67

Szukamy teraz ile moze by¢ liczb gdzie suma cyfr wynosi 3. Sg tylko 2 takie sytuacje:

I) tréjka z zerami — 3 musi by¢ na poczatku a zera na pozostatych Liczba: 30000000 - 1 mozliwos¢.

II) Liczba ztozona z jedynek i zer (3 jedynki i 5 zer).

Jedynka musi by¢ na poczatku a na pozostatych 7 miejscach 2 jedynki i 5 zer losowo wymieszane.
|

Mamy tu kombinacj¢ (Z) = (Z) =L =2-2

250 2
A=1+21=22 P === = — = —
567 5666 1566 1546656 699840
Odpowiedz: Prawdopodobienstwo ze bedzie to liczba ktérej suma cyfr wynosi 3 wynosi: 559510
Zad 10. {a; aq; aq?}-ciag geometryczny; {a; aq; aq? — 4} - cigg arytmetyczny

mamy wiec:aq — a = aq® — 4 — aq

ag+ag—a—aq*+4=0

2ag —a—aq*+4=0|-(-1)

ag? —2aqg+a—4=0 = ag®—2aq+a=4 = a(@g>—2q+1)=4
a (q—1?=4:(q-1)?



4

~ (g2
teraz uwzgledniajgc dodatkowe zatozenia jakie sg w zadaniu, ze a i ¢ s3 catkowite i nieparzyste a ciag ro-
snacy dochodzimy do wniosku ze: aby a byto catkowite to (g — 1)? musi by¢ dzielnikiem 4, czyli
(q—-1?=1 % (q—1?=4
Dla (q — 1)> = 1 mamy q = 2; a=%=4; ag=2-4=8
41 8 to liczby parzyste niezgodne z zatozeniem
Dla(q—1)?=4mamyq=3; a=:=1 ag=1-3=3
Ciag musi by¢ rosngcy wiec inne rozwigzania nie spetniaja zatozen np. g = —1
Odpowiedz: Drugi wyraz ciggu aq = 3.

Zad 11. xz + yZ = le_n Pk = 02k—1 - 02k

zgodnie ze wzorem na okrag x> + y% = r? mamy ry? = 21171 = 210, 1,2 = 21172 = 29, 42 = 28,
r,2 = 27 .- Mamy wiec ciag pierscieni kolowych gdzie:

a, =P, =031_1—0,,=0,—0,=m20 —2°=7-2°2-1)=m-2°=512n

Gy =Py = 0pyy—0py=03—0,=m28 127 =1-27(2 1) =727 = 1281

a, _128m _ 1

oo % U o . !
Rysujac cata sytuacje tatwo zauwazy¢ ze kolejne okrggi majg promien 7,1 = >Tn
Mamy do policzenia sumg pdl pierscieni bedacych co drugim pierscieniem w catym ciggu. Inaczej méwiac

2
okrag zewnetrzny (wewnetrzny) kolejnego pierscienia to co drugi okrag ciggu okregéw q = (l) = %

2
Ciag pierscieni jest wigc ciggiem zbieznym 1 jego suma wynosi:

a 5121 5121 4 20481
=t =—"F=">5-=52n;=

1-¢  1- : 3
Odpowiedz: Suma pdl wszystkich tych pier§cieni wynosi 2o%em
Zad 12. W trapez jest wpisany okrag wiec h + 10 = x + 2x
h+10 = 3x h = 3x — 10 i mamy tréjkat prostokatny BCD
co daje z twierdzenia Pitagorasa h? + x? = 102 czyli
(3x —10)% + x2 = 100
9x2 — 60x + 100 + x? = 100
10x2 —60x =0
x(10x —60) =0
x=0 Y% 10x — 60 = 0[: 10
x = 0 - niezgodne z warunkami zadania
x—6=0 xX=6 h=3-6—-10=18-10=8
Mamy wigc: AB =2x =26 =12; CD =x=6; h=28
p=2%°.8=18-4=72

2

Odpowiedz: Pole trapezu wynosi 72

Zad 13. Okrag przechodzi przez punkty: P = (0; 10); Q =(8; 6); R=(9; 13)

i jest wpisany w trojkat prostokatny o wierzchotkach A; B; C gdzie A i B leza na osi OY
Z tresci zadania wynika ze jedng ze stycznych do okregu jest 0§ OY czyli prosta o rOwnaniu
x = 0 punktem stycznosci jest P = (0; 10) a wigc promien jako prostopadty do stycznej
lezy na prostej y = 10 wiec $rodek okregu ma wspétrzedne (a; 10).

Teraz wstawiajagc do réwnania okregu (x — a)? + (y — b)? = r? wspétrzedne $rodka (a; 10) oraz
wspotrzedne punktéw lezacych na okregu otrzymujemy:

(0—a)*+(10—-10)2 =r%2dlaP = (0; 10)

(8—a)?+ (6 —10)2 =r2 dlaQ = (8; 6) i teraz poréwnujac te réwnania mamy:
a’?+ 0% = (8—a)? + 42

a’ = 64 — 16a + a* + 16 16a = 80|: 16 a=5



=(12; 9)

mamy wigc wspotrzedne srodka S = (5; 10)
Policzymy teraz wspétrzedne punktu C. skorzystamy z faktu ze SR = w

czworokat QCRS jest kwadratem z uwagi ze |SR| = |SQ| = r oraz przynajmniej 3 katy maja po 90°
SE=[P-5 13-10]=[4; 3]

0C=[x—-8; y—6]=][4 3] = x—-8=4 y—6=3

x =12 y=9 C=(12; 9

Teraz pozostato obliczy¢ réwnania prostych AC i BC

Prosta BC przechodzi przez punkty Q = (8; 6); C = (12; 9)

9-6 3 3 s
a=_—=7 y—zx+b wstawmy punkt Q = (8; 6) 6—;-8+b
6=6+b b=0 ProstaBCtoysz

jezelib = 0 to punkt B = (0; 0)
Prosta AC przech0d21 przez punkty R = (9; 13); C = (12; 9)

__9-13 —4 .
=129 3 ——5 y = ——x+bwstawmypunktR (9; 13) 13=—2-9+b
13=-12+b b =25 ProstaACtoy——§x+25

jezeli b = 25 to punkt A = (0; 25)
Odpowiedz: Szukane wierzcholki tréjkatato A = (0; 25); B =(0; 0); C=(12; 9).

Zad 14. x* —3mx + (m+ 1)(2m — 1) = 0 istniejg x1; X3; X1 X, # 0; 0<xi+xisg
1

2
I) Pierwiastki istniejg czyli: A> 0 (-3m)?—-4-1-(m+1)2m-1)>0
Im? —402m?*—-m+2m—-1)>0
Im? —4(2m?>+m-—-1)>0
9m? —-8m? —4m+4>0
m?—4m+4>0
Ap=(—4)?—-4-1-4=16—-16=0

-b _ 4 _

mp=m;=_—=-=2 mE(—OO; 2) U (2; +)
II) Pierwiastki spelniajg warunek 0 < Ly x— < 5
2
Przeksztatcimy wyrazenie — LI L x + 2 =112 6 700dnie z wzorami Viete’a daje
. X1 X2 X1'X2  X1'X2 X1'X2
XatX2 o _ _boa_ _b___ 3m
X1'Xo o % o a ¢ c (m+1)(2m-1)
Teraz warunek 0 < — 4+ — < 2 zapiszemy jako 0 < —m L2 5 €O daje nam 2 warunki
X1 X2 3 (m+1)(2m 1)
)0<—2  opyli—2 50 = 3m(m +1D)2m—-1)>0

(m+1)(2m-1) (m+1)(2m-1)

. . . . . 1
pierwiastkami tego wielomianu sa m; = 0; m, = —1; ms == /Qj

m € (—1; O)UG; +oo) VAN >

TR




3m 2 Im Im

D) mam = 3 ey = 2 = minem 20
9Im _ 2(m+1)(2m-1) <0
(m+1)(2m-1) (m+1)(2m-1) —
_ 2_ _ a2
9m—-2(2m?-m+2m-—1) <0 — sm_4m?-2m+2 _ g

(m+1)(2m-1) - (m+1)2m-1) —

—4mZ+7m+2 2 . 1
miDGem-D = (—4m*+7m+2)(m+1)2m—-1) <0 m#*-1, m= -
Z calego wielomianu (—4m? + 7m + 2)(m + 1)(2m — 1) brakuje nam pierwiastkéw w —4m? + 7m + 2
A=72—4-(—4)-2=49+32=381 V81 =9

-7-9  -16 -7+9 2 1 1
m; = v ay === 2 m, = ) = — = —;oraz mamy mz = -1; my ==

[N VN
me (=0 —DU(~7; 3) U2 +o0) 4/'1 N4 Z\X

III) Jest jeszcze warunek x4 * x, # 0
Warunek ten juz praktycznie zostat spetniony ale nalezy to pokazac.

X1 Xy =§=w= (m+1)(2m —1) # 0 co nam daje ze m # —1; mi%
Teraz wystarczy wyznaczy¢ cze$¢ wspolng rozwigzan dla m
(1 0 UG +oo)|n[(-o —DU(=7; 3)U(Z +)|N[(=o0; U2 +00)] =(=7; 0)U(Z +w)

Odpowiedz: Rownanie spetnia warunki zadania dla:m € (—% ;o 0 U (2; 4o0).

Zad 15. patrzac na konstrukcje prostopadto$cianu widac ze sg 3 dlugosci listewek:

1) 4 listewki o dlugosci 6 — x; 4 listewki o dtugosci 6 — 2x; 4 listewki o dlugosci 10 — 2x —x = 10 — 3x
Policzmy obj¢tos¢ catego drewna: 4 - [x - x - (6 —x)]|+4-[x-x- (6 —2x)]+4-[x-x- (10 —3x)] =
=4[x2(6—x)]+ 4 [x? (6 —2x)] +4-[x2(10 — 3x)] = 4(6x? — x3) + 4(6x% — 2x3) + 4(10x? — 3x3) =
24x?% — 4x3 + 24x% — 8x3 + 40x% — 12x3 = 88x?% — 24x3

V(x) = 88x% — 24x3 - otrzymaliémy funkcje objetoéci drewna jednej zmiennej x

Aby wyznaczy¢ dziedzing tej funkcji trzeba przyjac jako oczywiste ze kazda krawedz jest wigksza od 0, jak

rowniez krawedzie 6 — x; 6 — 2x; 10 — x muszg by¢ wieksze od x aby graniastostup istniat.
Mamy wigc x > 0; 6—x>x; 6—2x>0; 10 — 3x > x irozwiazujac kazdg nieréwnosé
mamy: x> 0; 2x < 6; x <3 4x < 10

x>0 x<3; x<2,5
co nam daje ze: D = (0; 2,5)
V'(x) =2-88x —3-24x? = 176x — 72x?
Szukamy ekstremum

176x —72x% =0 8x(22—-9x) =0
8x =0 v 22—-9x =0
x=0 v 9x = 22:9 x=2%

Dla x = 0 nie ma rozwigzania bo 0 € D
Dlax =2 % mamy maksimum bo pochodna majgca wzér V' (x) = 176x — 72x? jako funkcja kwadratowa z

N o . b 176 2 . L 4
galeziami do dotu 1 wierzchotkiem p = — e T 1 5 ma po lewej stronie miejsca zerowego x = 2 5
wartosci dodatnie a po prawej ujemne.

4 22\ 22\3 484 10648 _ 42592 255552 _ 383328-255552 _ 127776
v(23)=88-(2) —24-(2) =88 - —24- 2 =2 = = =

% o1 9 9 81 729 81 729 729 729
=175—

729
Odpowiedz: wzdr na objeto$é drewna zurzytego na zrobienie tego modelu ma postaé V (x) = 88x2 — 24x3
C L 4. . 127776 201
z dziedzing D = (0; 2,5) a maksymalna objeto$¢ jest dla x = 2 5 1 wynosi ———== 175 oy



