Zadania zamknigte

Zadl k=23=L=1
. 2% 4\,/5
4 4 3 3 1
g §=22_4=zz—1=2—z (A)

Zad2. ||x|—2|=|x|+2
x| -2=1lx|+2 Vv |x|—-2=—-(x|+2)
x| = |x|=2+2 Vv J|x|—-2=—|x]-2

0 = 4 — sprzeczno$¢ Vv x| + |x] =-2+2
2|lx| =0 = x=0 B)
1 5 1
Zad 3. 2logs;10 — omas =2 log5 10 +log,, 5 = 2logs 10 ti logs = logs 10% + os20 =
logs 100 — logs 20 = 10g5 =logs5=1 (©)
—x+2 -

Zad 4. lim,_3- — =+

x%2-5x+6 0~
wystarczy ustali¢ ze f(x) = x? — 5x + 6 ma miejsca zerowe x = 2 i x = 3 oraz galezie do géry
wiec po lewej stronie miejsca zerowego x = 3 sg wartosci ujemne (przedzial migdzy pierwiast-
kami) (D)

Zadania otwarte

Zad 5. A = (—5; 3)czyli wykres jest przesuniety wzgledem (0; 0) o wektor [—5' 3]
f( ) _ ax+7 a(x+d)+7—ad 7—ad

x+d

—+astad mamy ze d =5 a =3 wiec f (x) = —5 Szukany
iloraz g =-= 1,66
a 3
Zad 6. y =3x%—1czyli f(x) =+/3x? -1
f'(x) = 2v/3x  styczna do krzywej ma posta¢ f(x) = ax + b gdzie a = tan«a
a = 30° wiec tan 30° = ? tak wiec styczna do krzywej ma wzor f(x) = ?x + b.
Z definicji pochodnej w punkcie wiemy znowu ze f'(x,) = tan a czyli

2v/3x = g = 6/3x=V3 = 6x=1 = X = l - wspotrzedna x punktu

‘i N3 123 o= s
stycznosci. Teraz f (g) =43 (6) 1=+3 ” 1= e e v wspotrzedna y punk-

tu stycznosci.

Odpowiedz: punkt stycznosci P ma wspo6trzedne (%;
Zad 7.

Katy w trojkacie ABC sg podzielone dwusiecznymi wigc wprowadzam oznaczenia



A1+ 21+ 22+ <x2+ ¥3+ %3 =180°wigc 21 + x2 + %3 =90°
(Przy uzyciu oznaczen klasycznych dowdd bedzie jeszcze bardziej nieprzejrzysty)

Zgodnie z zatozeniami zadania tréjkaty ADL, ADK jak réwniez CEL, CEM oraz BMF i BFN
sg prostokatne 1 parami przystajace. Przy punktach D, E, F mamy katy proste. Tak wigc wyli-
czajac trzeci kat w trojkacie prostokatnym otrzymujemy: <CLE = X2 + 3
JALD = «2 + «1 wigc kat w czworokacie
IKLM = 180° — (¥2 + «3 4+ %2 + 1) = 180° — (%2 + 90°) = 90° — «2 = «3 + «1
analogicznie <LMN = &1 + «2. Teraz katy przy boku AB czyli <LKN i <KNM obliczamy
w sposéb nastepujacy AKD = 42 + %1 wiec <LKN = 180° — (%2 + «1) i podobnie
IKNM = 180° — (¥3 + «1)
Teraz sumujac katy w czworokacie lezace naprzeciw siebie otrzymujemy:
IKLM + <KNM = %3 + %1 + 180° — (¥3 + «1) = 180° Tak samo
ILMN + ZLKN = <1 + %2 + 180° — (¥2 + «1) = 180° Co jest dowodem na to ze w
czworokat mozna wpisac okrag.

Zad 8. Aby wykazac¢ ze liczba jest podzielna przez 6 trzeba wykaza¢ ze dzieli si¢ przez 2 oraz
dzieli si¢ przez 3.
I sposéb: k3m — km?3 = km(k? — m?) = km(k — m)(k + m) i tu trzeba rozpatrzy¢ bardzo
wiele przypadkow na parzystos¢ badz nie k 1 m jak rOwniez ich podzielnos¢ przez 3 bez reszty
zreszta 1 lub 2.
II. Mozna jednak przeksztalci¢ to wyrazenie w nieco inny sposob dajacy szybciej odpowiedz:
EBm—km3=kmk?-m?)=kmk?*—-1+1-m?) =km(k?®—-1) + km(1 —m?) =

=kmk?—-1)—-km(m?-1) =kmk-1)((k+1) —km(m-1D(m+1)

OtrzymaliSmy réznicg dwdch iloczynéw i w kazdym z nich mamy iloczyn trzech kolejnych
liczb: k—1; k; k+1lorazm—1;, m; m+ 1.
A) Podzielnos¢ przez 3 otrzymujemy bardzo szybko bo z trzech kolejnych liczb jedna musi
dzieli¢ si¢ przez 3 oraz r6znica liczb podzielnych przez 3 jest podzielna przez 3.
B) Podzielnos¢ przez 2 podobnie bo z trzech kolejnych liczb jedna lub dwie sg podzielne przez
2 oraz réznica liczb parzystych jest parzysta.

Zad 9. Mamy zbiér {1; 2; 3; 4; 5; 6; 7; 9} elementow jest 8 wigc tworzenie ciggéw 8 ele-
mentowych to permutacja tego zbioru czyli Q=8
Zdarzenie A liczby parzyste nie sg obok siebie. Tworzymy model ustawien:
{p; n; p; n; p; n; p; n; p; n; p} gdzie p — to liczba parzysta n — liczba nieparzysta.
Liczb nieparzystych n jest pie¢ wiec mozna ich rozmiesci¢ na 5! sposobéw. Liczb parzystych
jest 3 ale miejsc w ktorych mogltyby wystgpic¢ p jest 6. Caly cigg moze si¢ rozpoczynac liczbg
parzysta badz nieparzystg tak samo na koncu ciggu. Z tych 6 miejsc przeznaczonych dla liczb
parzystych 3 sa puste w konkretnym przypadku. Pierwszg liczbe parzysta mozemy umiesci¢ w
6 réznych miejscach, druga w 5 pozostatych miejscach a ostatnig w czterech pozostatych. Tak

Wi@CZ= 5l.6-5-4 P(A) _ 51654 _ 51654 54 5

8 5678 78 14
Zad 10.

r=6

d




Aby zadanie rozwigzac czyli obliczy¢ cos a = % brakuje nam promienia R oraz d - przekat-
na przekroju
V = -mH(6? + 6R + R?) = 840m

§n10(36+6R+R2) = 840n|:§n H=[0
10(36 + 6R + R?) = 2520|: 10

36 + 6R + R? = 252

R?+6R—-216=0

A= 62 —4-(—216) — 36 + 864 = 900 v/900 = 30

R1:—6;30:—T36:_18 R2:—6;30:%:12

R, jako liczba ujemna nie spetnia warunkéw zadania.

r+R=6+12=18

Obliczamy dlugos¢ przekatnej d z Tw. Pitagorasa
d? = 102 + 182

d? =100 + 324

d> =424 = d=+424=+/4-106 =2V106

—_18 __9
COSa = = =
Zad 11.sin 6x + cos3x = 2sin3x + 1 x €(0; m)

2sin3x-cos3x+cos3x —2sin3x—1=0
cos3x(2sin3x+1)— (2sin3x+1) =0
(cos3x—1)(2sin3x+1)=0
cos3x—1=0 VvV 2sin3x+1=0
cos3x =1 2sin3x = —1

Vv
3x =0+ 2km \Y sin3x=—%
\Y/

x=0+§k7r 3x=§7r+2k7r \Y 3x=1—617r+2kr[
x=ln+3kn Vv x=£n+3kn
18 3 18 3
Odpowiedz: dla x € (0; m) mamy:x =0 V x=§rt v xzén v xzﬁn

Zad 12. x* + (m + 1)x — m? + 1 = 0 dla jakich m istniejg rozwigzania x;; x,; (x; # x;) oraz
X3+ x5 > —7x.%,
DA>0 (m+1)?—4-1-(-m*+1)>0
m?+2m+1+4m?—-4>0
S5m?+2m—3>0

A=2%2—4-5-(-3) =4+ 60 = 64 V64 = 8
m; = 28 _ 9 m, = 248 _ 0,6 m € (—oo; —1) U (0,6; +o0)

10

2)x3 +x3 > —7x.%,

(x; + x)(x% — xyx, + x2) + 7x;x, > 0 Kkorzystajac z przeksztalconego wzoru
(a + b)?> = a? + 2ab + b? czyli a® + b? = (a + b)? — 2ab otrzymamy:

Oy + x)[ (g + x)% — 210, — x1%5,] + 721, > 0

Oy + x)[ (7 + x3)% — 3xy2,] + 7x,%, > 0

10



D . -b c
ze wzorOw Viete’a mamy: x; +x, = —=-m—1 XX, =—=-m?+1
a a

(—m—-D[(m—-1)*-3(-m*+ D]+ 7(—m*+1) >0
(—m-1D[m?*+2m+1+3m?-3]—-7m?*+7>0
(—-m-1D{Am?>+2m—-2)—7m?+7>0
—4m3 —2m?> +2m—4m?* - 2m+2—-7m*+7 >0
—4m3 — 13m? + 9 > 0 pierwiastkiem jest np.: m; = —1
—4(-1)*—-13(-1)?+9=-4-(-1)—-13+9=4-13+9=0
(=4m3 —-13m?+9):(m+1) =—-4m?>-9m+9
rozwigzmy teraz rownanie:
—4m? —-9m+9=0
A=(-9)2—4-(-4)-9=81+16-9 =81+ 144 = 225 V225 =15

5 = % = :—: = % ms = 9:;5 = f—z = —3 oraz wczesniej obliczone m; = —1
widzac ze ten wielomian —4m3 — 13m? 4+ 9 > 0 dla +c0 ma warto§¢—oo to wartosci dodatnie

ma dlam € (—o0; —3) U (—1 ; z) Teraz szukajac czesci wspdllnej odp 1) 1 2) otrzymujemy

m € (—o0; —1) U (0,6; +0) A m€ (—o0; =3) U (-1 I) = me (-o0; —3) U (06 2)
Odpowiedz: m € (—o0; —3) U (0,6; z)

as; +a, = —84

a, +a;, =168

a-q*+a-q°>=-84
{a-¢f’+a-q6 = 168
a-qg°(1+a-q®) =-84
{a q*(1+a-qg3) =168
Takie dzielenie jest prawidlowe gdyz czynniki po lewej stronie nie mogg by¢ rowne zero bo

Zad 13. { a, - cigg geometryczny

teraz dzielgc Il rownanie przez I otrzymujemy q = —2

lewa strona # 0

wstawiajac ¢ = —2 do I réwnania mamy: a(—2)? + a(—2)° = —84
4a — 32a = -84

—28a = —84/: (—28)

a, =3 orazq = —2

_ 1-q" . 1—-(-2)" _
S, =4 T czyli 3 2 = 32769
322027 _ 32769

1—-(=2)"=32769 = —(-2)"=32769—-1 = (=2)"=—32768
n =15 bo (—2)5 = —32768



Zad 14. A = (7; —1) x* + y* = 10 - okrag wpisany w tréjkat ABC |AC| = [BC|

EAR
-G Y
%47; -1

- (515

x? + y% = r? - réwnanie okregu czyli r = v/10 i $rodek okregu w punkcie (0; 0).

Z réwnania prostej przechodzacej przez dany punkt y — y, = a(x — x4); (xo; vo) = (7; —1)
y + 1 =a(x — 7) Po przeksztatceniu do postaci ogélnej mamy

y+l—-ax+7a=0 = —-ax+y+7a+1=0 = ax—-y—7a—1=0

Punkt (0; 0) = (x,; Vo) jako $rodek okregu musi by¢ w odlegtosci r = V10 od tej proste;.

Odlegtos¢ punktu od proste;j % =+10 gdzieA=a;B=-1;C=—-7a—1

la-0+(-1)-0+(-7a-1)| _
Moo R
7a+1

Wi V10 | po podniesieniu do kwadratu mamy

(7a+1)2 _ . 2
D" — 10} (a? + 1)

(7a+1)2 =10(a® + 1)

49a% + 14a + 1 = 10a? + 10

39a%> +14a—-9=0

A= 14% —4-39-(—9) = 196 + 1404 = 1600 V1600 = 40

_-14-40 _ 54 _ 9 _ -14+40 _ 26 _ 1
M=% T T 1 Q2= %3 “ 7 3
Proste styczne do okregu przechodzace przez A = (7; —1) maja posta¢ y = — %x + b oraz
y=§x+b
1)y=—%x+b A=(7; 1) 2)y=§x+b A= (7, -1)
—1=—=-7+b —1==-7+b

13 3
—1=-24p —1=24bp

13 3
p=8_1_5 p=—1-2=_20__31

13 13 13 3 3 3

9 50 1 1

y ::—'I§Xf+'I§ y ZZEX'— 35

Na pierwszej prostej lezy punkt B a na drugiej punkt C bo w tresci zadania jest ze C ma wspot-
: 1 1 . . S L
rzedne ujemne a tylko prosta y = 3X~ 3 3 przechodzi przez III ¢wiartke co wida¢ po wspot-

czynniku b.
Tréjkat ABC jest rownoramienny i |AC| = |BC| wigc wysoko$¢ poprowadzona z punktu C jest
prostopadta do AB i zawiera symetralng AB oraz musi przechodzi¢ przez srodek okregu czyli



przez (0; 0). Wysoko$¢ ta przechodzi tez przez punkt stycznosci prostej AB z okrggiem.
Prosta CD prostopadta do AB wiec gdy AB ma wspétczynnik kierunkowy a; = — 1% to

a, = % czyli prosta CD ma postac y = 19733( + b ale przechodzi przez (0; 0) wiec jej wzor to

1 1
13 o oy Eex=sy .
y=-x Rozwigzujac uktad réwnan 13 obliczymy wsp6trzedna C
y=5x
9
13 1 1
—x=-x—-—3-
9 3 3
13 3 10
—X—=-Xx=——
9 9 3
10 10 13 13 13 13
—x =—-= = x=-3 y:—xI—'(—3):—_ C:(_3; __)
9 3 9 9 3 3
9 50
y=—35% + ’ry
Teraz rozwigzujac uktad rownan 13 wyznaczymy punkt przecigcia Prostej AB z
y=5x
9
prosta CD czyli srodek podstawy AB.
13 9 50
—X=——X+—
9 13 13
13 9 50
9 13 13
169 81 50
117 1177 13
250 50
1177 13
50 117 _ 9 13 9 _ 13 9 13 . ,
X=—r—== y=—:'-=— D= (—; —) wspotrzedne srodka boku AB.
13 250 5 9 5 5 57 5
Korzystajac ze wzoréw na srodek odcinka mamy:
74X 9 18 18 3 2
— == = 7T+x=— = x=—-7 = x=3--7 = x=-3-
2 5 5 5 5 5
-1+y _ 13 1

Z S-1+y=2= y=241 = y=6:

2 5

5= (5% o)

Zad 15. A) a - dluzsza podstawa trapezu h = 2 — a - wysoko$¢ trapezu.
Zauwazmy ze dlaa =1, h =11 trapez jest kwadratem. Jezeli a — dtuzsza podstawa to a > 1.
a < 2 bo w przeciwnym wypadku h < 0 co bytoby niemozliwe. Odp: a € (1; 2)

. ey . 4a%?-8a+8
B) Wykazemy prawdziwos$¢ wzoru na obwéd trapezu: L(a) = da —oars
b
_ 5L _a+b
c h=2-a c h=2ra \e=—
1
E(a —b)

Obwdd L =a + b + 2¢ Z powodu faktu Jew trapez jest wpisany okrag toa+ b =c+ c czyli
a+b=2cc= aTer Tak wigcL=a+b+a+b=2(a+b) Teraz nalezy jeszcze wyznaczyC b za

pomocg a. Mozna to zrobi¢ stosujac twierdzenie Pitagorasa do tréjkata prostokatnego bedace-

go czg$cig trapezu (aTer)Z —2-a)?+ (aT—b)2



a’+2ab+b? 2_2ab+b?

——=4—data’+———| 4
a’ + 2ab + b?> = 16 — 16a + 4a? + a®> — 2ab + b?
a’—a*—4a*+2ab+2ab+b*>—b*+16a—16=0
—4a?> +4ab+16a—-16=0
4ab=4a2—16a+16|:4

ab=a*—4a+4
a’—4a+4
b_ a

Obwdd L = Z(a + b) -9 (a n az_za+4) _ 9 (a:z n a2—4a+4) — 9 (2a2_4a+4) _ 4a%2-8a+8

a a a

a%-8a+8

0) f(a) =2 . a€(1; 2)
, __ (8a-8)a—(4a?-8a+8)1 _ 8a’-8a—4a’+8a-8 _ 4a’-8

f (a) - a2 - a2 T g2

Warunkiem koniecznym extremum jest f'(a) = 0

4a?-8 . . sz .
——=0iac€ (1; 2) wiec moge bez obaw pomnozy¢ réwnanie przez a?

4a> —8=0|:4

a*—2=0

(@a=v2)(a+v2) =0
a—v2=0 VvV a++v2=0

a, =2 V a, = —V2 -pozadziedzing

Ustalamy jeszcze jakie extremum jest w punkcie a = V2 . latwo zauwazy¢ ze dla

a <+v2ia>1wyrazenie 4a> —8 < 0adlaa >+2ia < 2 wyrazenie 4a> —8 > 0 co

$wiadczy ze dla @ = v/2 mamy minimum.

tang = _ 2-a _ 22-a) _ 2(2-a) _ 2a(2-a) _ 22(2—v2) _ 4V2-4 _
- l(a—b) - l(a a2—4a+4) T a? a?-4a+4 ~  4a-4 T 4a—4 - 4\/5_4 - 2\/5_4_ -
2 2 a a a a

tana = 1 czyli @ = 45°



