Listopad 2017 rok (poziom rozszerzony)
Zadania zamkniete
Zad 1. (x? + 2x — 3)(x? + x — m) = 0 ma mie¢ 4 rozwigzania
I) obliczamy pierwiastki réwnania x> + 2x —3 =0
A=22—-4-1-(-3)=4+12=16 V16 = 4
x1=_22_4=_76=—3; x2=_22+4=z=1
IT) Teraz okreslamy warunki kiedy II czg$¢ rownania ma 2 pierwiastki
x2+x—-m=0 >0
A=12—4-1-(—m) = 1+ 4m Musi byé¢ spelniony warunek A> 0 czyli 1 + 4m > 0

4m > —1|: 4 m >~ Czyli mozna by sadzi¢ zem € (—1; )

N

III) Trzeba jeszcze wykluczy¢ sytuacj¢ aby ktére$ pierwiastki byty sobie rowne
przyjmijmy f(x) = x*+x —m

f(-3)=(-3)2*+(-3)-m=9-3-m=6—-m

6—-m=20 = -m=-6 = m=6

fM=1)2+1-m=1+1-m=2-m

2—-m=20 = -m= -2 = m=2

Ostatecznie m € (—i; 00) \{2; 6} B)
Zad 2. n = x*y? gdzie x; y — liczby pierwsze.

Zbidr wszystkich dzielnikéw liczby n to:

{1, x; 2% %% x% v xy; x%y; X3y xty; y3 yPx yPx®; y*x®; y*xt) (A)
Zad 3. \/(2x%? + 1)? = 3 czyli

[2x? + 1| =3

2x2+1=3 \Y 2x2+1=-3

2x% =2 % 2x? = —4 - nie ma rozwiazania

x2=1 =1 V x,=-1 (B)

Zad 4. Reszta z dzielenia przez (x — 1)(x + 3) jest postaci ax + b
Mamy wiecdlax =1; a-1+b =4 natomiastdlax =-3; a-(=3)+b=-16
a+b=4|-(-1)

Rozwiazujemy uktad réwnan:
0zZwi13zujemy ukiad rownan {—361 +b=-16

—a—b=-4 . .
{—Ba +h=—16P° dodaniu stronami
—4a = —20|: (—4) a=5 b=4-5=-1
Odpowiedz: Reszta z dzielenia przez (x — 1)(x + 3) ma posta¢ 5x — 1 (8}

Zad 5. Obliczamy dtugosci krawedzi bocznych nieprostopadtych do podstawy:
krétsza z nich ma dtugo$¢ av/'2 jako przekatna kwadratu

a dtuzsza av/3 a’ + (a\/f)z = (a\/§)2 az
Obliczamy nastepnie dtugos¢ wysokosci a
w tréjkacie nieprostopadtym do podstawy opuszczonej
na najdtuzszy bok.

Aby to zrobi¢ obliczamy pole tréjkata (szarego)

1 a’v2
P = 3 a-av2 = > avZ
Teraz mozna tez obliczy¢ to samo pole z wzoru: s
2 avé 6
potiayion ; 5
av3h _a’V2 | a
2 2 k 2 a2
W3 = av2 p= W2 _ s

V3 3
teraz pozostato obliczy¢ cos a z ostatniego rysunku. Korzystajac z twierdzenia kosinuséw mamy:

(a\/f)z = (%g)z+(%g)2—2-a—\/g-a7\/g-cosa



2 2
2 _ o (W) _,(ave)", .
2a —2(%) 2(23) cosa|:2
2 2
6a? 5, 6a? 202 a2
—-cosa = —a“+— = 297 cosa=-%
9 ) 9 3 3
a 3 1
cosa=-—7"22="32 (D)
Zad 6. x iy spelniajg warunek: 2x +y —5=20 y=-2x4+5=5-2x
W =8x3+y?3
W(x) = 8x% + (—2x +5)% = 8x3 — 8x% +3-(2x)?+ 5 — 3+ 2x - 25 + 125 = 60x* — 150x + 125
W (x) = 60x* — 150x + 125 p=—L=20_10_41_3
2a 2:60 120 4 4

750
4

750 375 750

2
w(E)=60(3) —150-2+125=60-2 -2 4 125=15- 221 135 = T4 135 =
4 4 4 16 4 4 4 4

= —224125 = —93,75 + 125 = 31,25

Odpowiedz:

Zad 7. Jezeli trapez opisany na okregutoa +b =c+d a; b dlugosci podstaw c; d dlugo$ci ramion

srodkowa trapezu x = ath_ 2 2x=a+b=—
2 13 4 4 13 8
Obwdd trapezua + b +c +d =2x+2x=4x=E+E=E=O,6153

Odpowiedz [6]

. 3 11
Zad 8. Okreg x*> + y?> —14x + 6y + 54 = O iprostay = —x+
Wydawacé si¢ moze ze najprosciej po prostu rozwigzac podany uktad rownan czyli podstawi¢ rownanie prostej do rownania okregu i
obliczyé wspotrzedne punktow przeciecia prostej z okregiem nastgpnie obliczy¢ dtugosé odcinka. Jak si¢ okazuje wspotrzedne punkow
przeciecia prostej z okregiem sq liczbami niewymiernymi i taka droga bytaby dos¢ ;mudna.
Przeksztalcamy réwnanie okrggu do postaci kanoniczne;j:
x2—14x+49+y2+6y+9—-4=0
(x—7)2+(y+3)>=22 (7; —3) — wspotrzedne srodka okregu r = 2 — promien okregu
3 11
y:_zx+:|-4 4y = -3x + 11
3x + 4y — 11 = 0 — réwnanie ogdlne proste;j

BN

=2

2
5

Equ =X

Obliczmy odlegtos¢ srodka okregu {7; —3) od prostej 3x + 4y —11 =0
B G ) e S T 1 e Vs S

V32442 V25 5

2
. . . 2
Teraz z twierdzenia Pitagorasa mamy: (E) +x2 =22

4 21 96 96 166 46 8ve6
x2=4—-——=3=-== X= |[—= |—=— 2x = — =~ 3,1918....
25 25 25 25 25 5 5

Odpowiedz: [3|[1][9




Zad 9. y = % hiperbola. Czy istnieje styczna prostopadia do: 2x +4y —1 =10
2x +4y—1=0czylidy = —2x + 1|:4
1 1 . . . . .
y = —3x + —r6éwnanie kierunkowe tej prostej.
Prosta do niej prostopadta ma posta¢ y = 2x + b

Obliczmy teraz pochodna funkcji y = %

, _ 4(x—-3)—4x'1 _ 4x—12—4x _ —12
y'(x) = (x-32 (x-3)2  (x-3)2
Jak wiemy warto$¢ pochodnej w punkcie stycznosci rowna si¢ wspotczynnikowi kierunkowemu
-12

stycznej czyli ma by¢: s 2

Latwo zauwazy¢ ze rOwnanie to nie ma rozwigzania gdyz lewa strona jest zawsze niedodatnia jako
iloraz liczby ujemnej (— 12) przez kwadrat liczby (x — 3)? ktéry jest nieujemny. Nie moze liczba
niedodatnia réwnac si¢ 2. Tak zostalo wykazane zZe taka prosta nie istnieje.

2x

Zad 10. f(x) = =2
Funkcja jest ciggla i okre$lona dla x € R gdyz mianownik x? + 4 jest zawsze dodatni i rézny od zera.

Poda¢ zbiér warto$ci.

. . . 1 T 2x . . ST 2x .
Korzystajac z faktu ze: lim,,_, 4 - = 0 mamy ze lim,_, o, ey 0 jak rowniez lim,_, _o, i 0 gdyz

w mianowniku mamy wyzsza potege niz w liczniku
2:0

Jest tez: f((OZ) =) = =0 2 2 2
reon _ 2(x?+4)-2x2x  2x2+8-4x? _ —2x%+8
f) = (x2+4)2 T (x24+4)2  (x2+4)2
f'(x) =0czyli —2x2 + 8 = 0]: (—2) x2—4=0 = x=-2 X, =2
Mamy wigc dwa punkty x; = —2 — minimum; oraz x, = 2 — maksimum.
_2(-2) _-4_ 1 _ 22 _4_1
f(_z)_(—2)2+4_ 8 2 f@)=55=5=3

Odpowiedz: ZW = (—=; =)

Zad 11. Jezeli S = 1‘171 a, >0 tS,= 1i112 - suma ciggu o numerach nieparzystych
Mamy wykazaé ze dla: a; = a, - q? zachodzi nieréwnoéé: 4a, * g% < 1:2 gdy |ql <1
Wykazemy to: 4a,q? < 1:2 dlalql <1

a 1 ..

4a,q% — 1_;2 <0|:a, = 4q% — =gz S0 zzalozeniaa; >0

2(1_p2 2_pq%_
4q(1q)_ 1 <0 — 4q%-4q 1_0

1—q2 1—q? 1-q?
(404 —4,2 —(a2-1)?

(4g*—4q%+1) <0 — (¢%-1) <0

1_q2 1_q2

Ostatnia nier6wnos¢ jest oczywista gdyz mianownik dla |q| < 1 jest dodatni a licznik jako minus
kwadrat liczby jest ujemny dla dowolnego g

Zad12. Rozwigzaé nieréwno$¢: 4 cos? 2x —3 < Odlax € (0; 2m)

4cos?2x < 3|:4 = c0522x<%

c052x<§ A cost>—§
WiemyZegdycosx=?t0x=%+2kn x=%n+2kn
oraz gdy cosx=—§tox=%+2k7r x:£n+2k7r

Patrzac na wykres widzimy ze dla 2x przedziaty spetniajace nieréwnos¢ dla 2x € (0; 4m) to:

T 51 7T 117w 137 17w 191 23m
2x G DV SV SV ES =)

Czyli ostatecznie dla x € (0; 2m) mamy rozwigzanie:



;L Smy .y m. Umy 18w 17my 1o 23m

Odpow1edz.2x€(12, 12>U<12’ 12>U<12’ 12)U<12’ 12>

1,5

1

V3|

TN AN

0 —= 5T T (3 1T 7137 Tfm ©  [O7%, 23w’

05 0 6 \‘e‘l '6_/ 6 276 \—5—3 # & 4 \ 5 6

V3 / \

12 \_/ AN

-1,5

Zad 13. Suma cyfr ma by¢ 4 a wigc w 20 znakowym ciaggu gdzie wigkszo$¢ to zera moga by¢ wmieszane

takie cyfry: {1,1,1,1; 1,1,2; 1,3; 2,2; 4}
Kolejny fakt ktéry trzeba zauwazy¢ to, to ze na poczatku liczby nie moze by¢ 0.

Mamy wiec 7 przypadkéw do rozpatrzenia:
1) Na poczatku 1 a potem dalsze trzy jedynki wmieszane migdzy 16 zer

3\ _ 19 _ 171819 _ Lo o 1o _
1 (19) 1o —17-3-19 = 969

T 3r16! 123

2) Na poczatku jedynka a druga jedynka i dwdjka wmieszane migdzy 17 zer
19\ (18\ _ . 0.1a —

1 (1) (1)_1 19-18 = 342

3) Na poczatku dwdjka a dwie jedynki wmieszane miedzy 17 zer
(D) =150 ="=0-19=171

4) Na poczatku jedynka a tréjka wmieszana w 18 zer: 1 - (119) =1-19=19

5) Na poczatku tréjka a jedynka wmieszana w 18 zer: 1 - (119) =1-19=19

6) Na poczatku dwdjka a druga dwdjka wmieszana w 18 zer: 1 - (119) =1-19=19

7) Na poczatku czworka a potem same zera: 1
Ostatecznie razem mamy: 969 + 342 + 171+ 19+ 19+ 19+ 1 = 1540

Zad14. A= (-1; -2); B=(1; 4); C =(-2; —10); D=(2; 2)

S
7 A

1
1
1
1
1
1
1
!
1
1
1
1
[/

C

Przedstawi¢ dwa podejscia do rozwigzania tego zadania:
I - Rozwigzanie oparte na réwnaniu kierunkowym prostej: y = ax + b
1) Aby wykaza¢ ze odcinki AB 1 CD sg réwnolegle wystarczy policzy¢ wspétczynnik kierunkowy
prostych na ktérych lezg te odcinki a = %
2711
22__((__120)) = 14—2 = 3 Tak wigc widzimy ze odcinki sg réwnolegle

_4-(=2) _6 _ _
Qap = ) 2 3 Qcp =




2) Aby poszuka¢ $rodka jednoktadnosci dla tych odcinkéw napiszemy rownania prostych AC i BD a
nastepnie poszukamy ich punku przecigcia

Prosta AC a,. = __120__((__12)) = :—? = 8 Prosta AC ma posta¢ y = 8x + b A=(-1; =2)
—2=8-(-1)+b b=8-2=6 y=8x+6

Prosta BD agp =g=%2= —2 Prosta BD ma posta¢ y = —2x + b B=(1; 4)
4=-2-1+0b b=4+2=6 y=-2x+6

Widzimy ze obie proste przecinajg o$ OY w punkcie (0; 6) b = 6 Tak wigc przecinajg si¢ one
w punkcie (0; 6) i jest to srodek symetrii.
3) Obliczymy dtugosci odcinkéw AB i CD oraz skale¢ podobienstwa.

|AB| =\/(1—(—1))2+(4—(—2))2 =22+ 62 =4 +36 =40 =410 = 2/10

|CD| = J(z — (—2))2 +(2- (—10))2 =42 + 122 = /16 + 144 = V160 = V16 - 10 = 410

_ 410 _
ko= V10 2
I Rozwigzanie oparte o dziatania na wektorach. (znacznie krotsze i prostsze)

1) Obliczamy wsp6trzedne wektoréw ABiCB

AB=[1—-(-1); 4—(-2)]=[2; 6] CB=[2- (=2); 2- (-10)] = [4; 12]
Latwo zauwazy¢ ze CD = 2+ AB [4; 12] =2-[2; 6]

Wynika z tego ze wektory sg rownolegte i skala wynosi 2

2) Szukamy $rodka jednoktadnosci. S = (x; y)

Jezeli juz wiemy ze skala k = 2 to SC = 2 - SA czyli:

[-2—x; —10—y]=2[-1—x; —2-—y]

[-2—x; —10—y]=[-2-2x; —4—2y]
—2—x=-2—-12x 2X—x=2-2 x=0
-10—y=—-4-2y 2y—y=10—-4 y=6
S=(0; 6)

3) Dtugosci odcinkéw liczymy jak w poprzednim sposobie.

Zad 15. Aby policzy¢ pole trojkata ABD trzeba obliczy¢ wysoko$¢ ED
Czyli zajac si¢ tréjkatem ECD lezacym w ptaszczyznie przekroju.
ostrostupa wzdtuz krawedzi CS i wysokosci podstawy CE
Odcinek CE jest wysokoscig trojkata rownobocznego ABC wigc

CE = aT\/E a kat przy wierzchotku D ma miarg 180° — 3?0(

Teraz korzystajac z twierdzenia sinusOw mamy:

av3
P - cE czyli = 2
sina Sil’l(180°—37a) y sina sin(180°—3’2—“)
I aT‘/E-sina aT‘/E-sina aT‘E-sina
sin(180°—37a) sin 180°-cos37a—sin37a-cos 180° O-cosz'z—a—sinz'z—a-(—l)
aV3 .
_ sina gy3sina
- sin3—a - 2-sin3—a
2 2
1 1 aV3sina  a?V3 sina
P=>a-h=za- —3a ‘T 3a
2 2 2-sm7 4 sin—

Zad 16. Urna 17 kul czarnych Urna II 3 kule czarne.
Doktadamy losowo 3 kule biate. Losujemy urn¢ a nast¢pnie jedng kulg z wylosowanej urny.

Ile kul ma by¢ dotozone do urny I aby przy takim losowaniu, wylosowanie kuli biatej wynosito %
I) Do konkretnej urny mozna dotozy¢: n € {0; 1; 2; 3} kule biate.

Mamy 2 zdarzenia B;; B, polegajace na wylosowaniu I lub Il urny.P(B;) = % P(B,) = %
Jezeli do I urny doktadamy n kul biatych to do II urny doktadamy 3 — n kul biatych.



Tak wigc po dotozeniu kul biatych do urn mamy:
wurnie [-7+nkulawurniell-3+3 —n =6 —nkul

Prawdopodobienstwo wylosowania kuli biatej obliczamy ze wzoru na prawdopodobiefistwo catkowite:
P(A) = P(A|B,) + P(A|B,) = - 1,3m1_17

n 2 6—-n 2 72

. . ., . n 1 3-n 1 17
Trzeba wiec rozwigza¢ rownanie — -+ —--=— dlan € {0; 1; 2; 3}
7+n 2 6-m 2 72
n(6-n)+(3-n)(7+n) _ 17
2(7+n)(6-n) 72
6n-n2+21+3n-7n-n% 17 —2n%42n+21 17 .. .
= — ————— = — po wymnozeniu na krzyz mamy:
2(42-7n+6n—n2) 72 —-2n2-2n+84 72

72(=2n? + 2n + 21) = 17(—2n? — 2n + 84)
—144n? 4+ 144n + 1512 = —34n? — 34n + 1428
—144n? + 144n + 1512 + 34n? + 34n — 1428 = 0
—110n% + 178n + 84 = 0]: (—2)

55n2 —89n —42 =0

A= 892 — 4-55-(—42) = 7921 + 9240 = 17161 V17161 = 131
89-131 —42 21 89+131 220
M =" 110 55 27 T35 T 110
21 . ) )
ny = ——-nie spetnia warunkéw zadania ny € {0; 1; 2; 3}

Odpowiedz: Prawdopodobienstwo wylosowania kuli biatej z losowej urny wynosi % dlan =2 czyli
gdy do I urny wrzucimy 2 kule biate.

Zad 17. x2+(2m+1)x—3m2—§m+%=0
I) Aby istnialy dwa pierwiastki to A> 0
A= (2m+1)2—4-1-(—3m2—%m+%)=4m2+4m+1+12m2+2m—1=16m2+6m
A> 0 16m? + 6m > 0|: 2
8m?+3m>0 m(@Bm+3) >0 ;

m; =0 \% 8m+3=0 = my, = —=
8

me€ (—00; —Z) U (0; +o0)
II) Teraz nalezy ustali¢ kiedy pierwiastki sg mniejsze od 4. Jest na to kilka r6znych sposobdw.

L . S -b—VA —b+VA
Majac réwnanie kwadratowe ax? + bx + ¢ = 0 pierwiastki to x; = 2af X, = 2af
.. —b+VA . L . .
ioilea>0tox, = S Jest pierwiastkiem wiekszym.

. . L . —b+VA . —(2m+1)+V1i6m?+6 .
Mamy wigc rozwigza¢ nierdwnos¢ x, = 2af < 4 czyli (2m+1) . T <4 czyli

—-2m+1)++v1iem?+6m <8 lubtezviem? +6m<8+2m+1

v1em? + 6m <9+ 2m A> 0 wigc $miato podnosimy do kwadratu
16m? + 6m < (9 + 2m)?

16m? + 6m < 81 + 36m + 4m?

16m? — 4m? + 6m — 36m — 81 < 0

12m? —30m — 81 < 0]:3

4m? —10m —27<0

A=100 —4-4- (—81) = 100 + 432 = 532 V532 = V4133 = 2¢/133
_10-2V133 _ 5-V133 __10+42V133 _ 5+V133
My = \/Zi - \;L_ M=% ~ 4
5—/133 5+v133
me ( 4’ 4 )

Teraz bierzemy cze$¢ wspélng przedziatow [(—00; - %) U (0; +00)] n (s—iﬁ ; 5+\im)

5-133 3) U (0; 5+\/m).

4 ' 8 4

Odpowiedz: m € (



Zad 18. Dany jest promien okregu r
x; y —dlugosci bokéw prostokata wpisanego w okreg
Mozna skorzysta¢ z Twierdzenia Pitagorasa y or
x% + y? = (2r)? x? + y? = 4r?
y? = 4r? — x? y =Varz —x2
Pole prostokata liczymy ze wzoru P = x - y
P(x) = x-V4r? — x? OtrzymaliSmy wzér na pole prostokata jako funkcje jednej zmiennej x
dziedzina: D = (0; 2r) — bok prostokata musi mie¢ dtugo$¢ wieksza od zera i nie moze by¢ wiekszy
od 2r aby drugi bok tez miat dtugo$¢ wieksza od zera.
P(x) =x-V4r2 —x2 = \/x2(4r2 — x2) = V4x2r2 — x4
Aby bylo latwiej obliczyé pochodng wprowadzamy nowa funkcje f(x) = 4x?r? — x*
f'(x) = 8r2x — 4x3
Szukamy ekstremum 8r2x — 4x3 = 0]: 4

X

2rix —x3=0 x(2r? —x?)=0
x, =0 Y% 2r2 —x2=0
x; = 0 nie nalezy do dziedziny. V x? =2r? x =V2rz =12

Dla x = rv/2 mamy maksimum bo gdy do wzoru na pochodna f’(x) = 8r2x — 4x3 wstawimy
x < V2 to bedzie 8r2x > 4x3 czyli otrzymamy warto$é dodatnia

Natomiast dla x > /2 otrzymamy 87%x < 4x3 czyli pochodna jest ujemna.

Tak wiec jezeli dla x = rv/2 funkcja f(x) = 4x?r? — x* ma ekstremum to i funkcja

P(x) = V4x2r2 — x* = \/f(x) ma ekstremum

Pozostato policzy¢ warto$¢ tego maksimum czyli wielko$¢ tego pola prostokata.

P(rV2) = \/4(7‘\/5)27”2 — (r\/§)4 =V4r2 -2 12 — 41t =/8r* — 40t = Var* = 2r?

Odpowiedz: Najwicksze pole prostokata wpisanego w okrag wynosi 212

Warto tez zauwazy¢ ze tym najwigkszym prostokatem wpisanym w okrag jest kwadrat bo jezeli x = V2 to

tez drugi jego bok y = V4r? — x? = /47‘2 — (r\/f)z =V4r2 —2r2 =2r2 = /2




