PRZYKLEADOWY EGZAMIN MATURALNY Z MATEMATYKI
POZIOM ROZSZERZONY (przed nowa formula)
Grudzien 2014r
Zadania zamknigte

Zad 1. W(x) = 2x3 — bx? — 1 dzieli si¢ przez x + 1 oznacza to ze liczba x = —1 jest pierwiastkiem,
czyli: W(-1) = 2(-1)2 = b(-1)?=-1=0
—-2—-b—-1=0 —-b—-3=0 b=-3 (A)

Zad2. (x+2)*+(y—-2)?2=4

(&)
Zad3. f(x)=x>+5x—1
f'(x) = 5x* + 5 Aby istniato ekstremum lokalne warunkiem koniecznym jest f'(x) = 0
5x*+5=0]:5 = x*+1=0 = x* = —1 sprzeczno$é (D)

Zad4. x€ (g ; %n) tanx € (—oo; —1) wigc tan x w tym przedziale jest mniejsze od sin x badz
cosx ()
Zad5. f(x)=3*2+3 orazy=3,3
Funkcja wyktadnicza f(x) = 372 + 3 jest rosngca na calym zbiorze R oraz tutaj przesunicta o 3
jednostki do géry. Tak wigc w —oo ma granic¢ 3 a w +00 granic¢ +o0
Funkcja y = 3,3 jest stala czyli wykresem jest linia prosta rownolegta do OX na wysokosci 3,3.
Wykresy takie przecinajg si¢ w 1 punkcie B)
Zad6. a—b=4 ab=7 a3b+ab®=ab(a®+ b?) =ab[(a—b)?+ 2ab]
ab[(a —b)? + 2ab] =7[4> +2-7] =7(16 + 14) = 7-30 = 210

Zad 7.
2 _ 2 2 2 — 80°- 3
c*=5"+3 c*=25+9 c=+34 c
Wiemy ze: sin @ = sin(180° — a)
Pole prostokata mozna policzy¢ na 2 sposoby: 5

P =5-3 =15 Ale prostokat to tez 4 tr6jkaty o bokach g i kacie a badz 180° — «

1 V34 34 34 .
P=4--+—.-— sina =—sina = 17sina
2 2 2 2
. . 15
17 sina = 15 sina = —
2 2 2 2 2 2
. n (n+2) . n n“+4an+4 . n4(n+444) nc+4n+4)(n+2)
Zad 8. lim,_ (— - ) = lim,_ (— - ) = lim,,_, ( _( ) =
n+2  n+444 n+2 n+444 (n+2)(n+444) (n+444)(n+2)
lim (n2(n+444)—(n2+4n+4)(n+2)) — lim (n3+444n2—n3—2n2—4n2—8n—4n—8) _
n—oo (n+2)(n+444) - n—oo n2+444n+2n+888 -
438n%-12n-8
lim (—) = 438
N—=% \n24+446n+888



Zad 9. f(x)=£ x #4

2x(x—4)-x2-1 _ 2x%-8x—x%? _ x?-8x

) == =" = eoap
) _122-812 _ 144-96 _ 48 _ 6 _ 3 _
f1az) = (12-4)2 8 64 8 4 0,75

Zad 10. f(x) = x* f'(x) = 4x® styczna ma by¢ réwnolegla do y = 4x + 7
Czyli styczna ma nie¢ wspdiczynnik kierunkowy a = 4
Wiemy ze pochodna w punkcie réwna si¢ wspdtczynnikowi kierunkowemu styczne;.
Mamy wiec4x3 =4 = x3=1 = x =1 Stycznado f(x) = x* ma punkt stycznosci w
punkcie x = 1 f(1) = 1* = 1 punkt stycznosci to 4 = (1; 1)
Styczna ma wigc postaé: f(x) =4x+bif(1) =1
czyli4-1+b=1 = b=1-4 = b=-3
Roéwnanie stycznej to: f(x) = 4x — 3

Zad 11. sin 5x — sinx = 0 Korzystamy ze wzoru sina — sin§ = 2 cosazﬁ- sinaz;ﬁ 1 otrzymujemy
2cossxzi-sin5x_x=0 2cos3x - sin2x = 0]: 2
cos 3x - sin 2x = 0 jezeli iloczyn wynosi O to
cos3x =0 \Y% sin2x =0
3x=§+kn \Y% 2x = km kecC
x=241 \Y% x= kecC
6 3 2

Zad 12. P, pole kota o promieniu r = 21 Jest to cigg geometryczny zbiezny

n

2 2 2
1 b4 1 b4 1 4
Plzn-(—) = = P2=T['(—) = — P3=7'[-(—) = —
2 4 4 16 8 64
T T 1
. T a a Te ca
mamy wiec a; = — g==2===1=8=-
4 aq ap Z E 4
1\2 T T Pnt1 n7:1 m 4"
. . 1 _ 1\ _m _ — — 4 = =
Albo bardziej ogélnie P, = 1 (zn) = P = T q=-p== T =y
4
1 . .
q= |Z < 1 cigg zbiezny
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Zad 13. < gdy a > b > 1 Przeksztalcajac podana nieréwno$¢ mamy:

2+a3  2+b3
a(2+b3) <b(2+a?
2a + ab® < 2b + ba? = 2a — 2b < a®b — ab?
2(a —b) < ab(a? — b?) = 2(a—b) <ab(a—Db)(a+b)|:(a—Db)
(a — b) ma warto$¢ dodatnig bo mamy zatozenie ze a > b > 1 wigc dzielenie przez tg réznice nie
zmienia znaku nierdwnosci.
2 < ab(a + b) Ta nieréwno$¢ jest juz wyraznie prawdziwa dla zatozonych a i b gdyz mamy:
a + b > 2 jako suma liczb > 1 natomiast ab > 1 jako iloczyn liczb > 1. Mamy wigc:
ab(a+b)>1-2=2
Zad 14. Udowodni¢ ze dla katéw dowolnego tréjkata, jezeli sin® a + sin? f < sin®y to cosy < 0

. . . A a
Z twierdzenia sinus6w mamy:—— = 2R

- . a . .
a=2R:sina sina = -g Oraz analogicznie:

. b . c
smﬁz; siny = —

czyli mamy (%)2 + (%)2 < (ﬁ)z czyli .

RS



% + % < % - 4R? a’ + b? < ¢? Teraz za c? wstawiamy z twierdzenia cosinuséw
c? = a® + b? — 2ab cosy i otrzymujemy:
a’ + b? < a? + b? — 2ab cosy
2ab cosy < a? + b? — (a® + b?) = 2ab cosy < 0]:2ab 2ab >0
cosy <0

Zad 15. Przedluzamy odcinek FE oraz bok AB
tak aby sie przecigty i powstaje punkt G D C
Tréjkaty ECF i BGE sg przystajace bo sg prostokatne
oraz <BEG = ¥FEC katy wierzchotkowe a odcinki E

|EC| = |EB| = 3 |BC|. Tak wi¢c [EG| = |EF|

Mamy wigc tréjkat AGF réwnoramienny z wysokoéciak a G
AE a wysoko$¢ w tréjkacie rdwnoramiennym

dzieli kat przy wierzchotku na potowy a =
Zad 16. Trzykrotny rzut kostka
0=6°=216
B - otrzymanie co najmniej jednej szostki B’ — nie otrzymanie zadnej szdstki
91

B’ =53=125 B=216—-125=91P(B) = —

216
A — otrzymanie co najmniej jednej jedynki.

__ P(AnB)
P(A|B) = G

A N B - zdarzenie polegajaca na tym ze wypada co najmniej jedna jedynka i jednoczesnie co najmnie;j
jedna szostka.
a) zakladamy ze wypada doktadnie 1 jedynka 1 sz6stka i na trzeciej kostce element ze zbioru:
{2; 3; 4; 5} -takich mozliwosci mamy 43! =4-2-3 =24
4 - bo podany zbidr jest 4 — elementowy; 3! - bo mamy 3 kostki a wiec wyniki moga permutowac
mig¢dzy trzema kostkami.
b) zaktadamy ze wypadnie 2 jedynki i jedna széstka {116; 161; 611}- 3 wyniki
c) zaktadamy ze wypadnie 2 széstki 1 jedynka — analogicznie 3 wyniki.
30

P(ANB) _ 374 _ 30

P(B) % T o1

Odpowiedz: Przy trzykrotnym rzucie kostka prawdopodobienstwo wypadnigcia przynajmniej jedne;j

ANB=24+3+3=30 P(ANB) == P(A|B) =
jedynki pod warunkiem ze wypadta przynajmniej jedna széstka wynosi g

Zad 17.
(x —3)? 4 (y —1)? = 1 Okrag ten ma $rodek w punkcie S = (3; 1) ipromienr =1 =1
okregi styczne do tego okregu maja by¢ takze styczne do osi OX i OY.
Aby okrag byt styczny do osi musi spetnia¢ warunek S = (r; 1)
Okregi leza w I ¢wiartce wiec wspoétrzedne srodka jak i promien sg liczbami dodatnimi
x-r2+@-n?=r?
Mamy wiec dany okrag o $rodku S; = (3; 1) i promieniu 1 oraz okrag o srodku S, = (r; r)i
promieniu r. Odleglos¢ miedzy srodkami wynosi r + 1, odlegtos¢ ta mozna tez policzy¢ ze wzoru na

dtugos$¢ odcinka: |S,S,| = \/ (3—1r)2+ (1 —r)? =r + 1 po podniesieniu do kwadratu mamy:
B-7r)2+01-7)2=0+1)?

9—6r+r2+1-2r+r2=r?2+2r+1

2r2 —1r?2—-8r—-2r+10—-1=0

r2—10r+9=0



A= (—10)>—-4-1-9 =100 — 36 = 64 V64 =8
10-8 _ 2

r:—:—:l
1 2 2
10+8
2 2

Tak wiec mamy dwatakie okregi o srodkach S; < (1; 1) oraz S;; = (9; 9)

15:Sul = (9 -1 +(91)2\/82+8)+64\/2648\/§
X

Zad 18. Stosujac oznaczenia jak na rysunku mamy:

R+x2=4> = h2=16—-x*2 =  h=+V16—2x2 4
Pz%b-hczyliPzg(x+4+x+4)-m

P=1(x+8) VIE—x = (x + VI -2 Y/ 4
P(x) = (x + 4)V16 — x2 x 4 X

mamy wiec pole trapezu jako funkcja zmiennej x
Interesuje nas dziedzina tej funkcji tylko x € (0; 4). Zadanie zaktada ze podstawa dolna jest wigksza

od gornej wiec x > 0 adla x > 4 wysokos¢ by nie istniata.
Zaktadajgc Ze obecnie uczen szkoly sredniej nie potrafi obliczy¢ pochodnej z pierwiastka trzeba postuzyé sig fortelem
P(x) = (x + 4)V16 — x2 = \/(x + 4)2(16 — x2) i korzystajqc 7 faktu %e funkcja pierwiastek dla liczb dodatnich jest rosngca

postugiwaé sig dalej funkcjg: P(x) = (x + 4)?(16 — x?) i oblicza¢ jej pochodng dla poszukania ekstremum.
1 . . . ..
Wiedzac jednak ze dla f(x) = vx mamy: f'(x) = — oraz znajac pojecie pochodnej funkcji

ztozonej [f (g(x))] =f' (g(x)) - g'(x) mozemy pohczyé‘

PP(x)=((x+4) -Vvie—x?>+(x+4)- \/16—x2 =1- \/16—x2+(x+4) (16—x )
N - (Vie—x ) x(x+4) _ 16—x%-x%—-4x _ —2x%—4x+16
P'(x) = V16 —x* + 2«/16— (=20) = Vie-x2  Vie-x2  Vie-x2 Vie-x2
. rroN . —2x%—4x+16
Mamy wiec P'(x) = T
Obliczamy 2 \/ﬁm = 0 czyli szukamy dla jakiego x istnieje ekstremum. Mianownik tego utamka
jest na pewno > 0 wigec mozna zapisac:
—2x? —4x + 16 = 0]:2
—x2—2x+8=0]:2
A=(-2)>—-4-(-1)-8=4+32=136 V36 =6
2-6 _ -4 246 _ 8 . . . .
X=—== =2 Xp =—F === —4 x, = —4 nie spetnia warunkéw zadania

Mamy wigc odpowiedz x = 2 1 jest to oczywiste ze jest to maksimum bo dla x < 2 warto$¢ pochodnej
jest dodatnia a dla x > 2 ujemna



Dla x =2 mamy wymiary trapezua = 2x + 4 =2-2+ 4 =4 + 4 = 8 - podstawa dolna
b = 4 - podstawa gérna h = V16 — x2 = V16 — 22 = /16 — 4 = V12 = 2+/3
P=-(8+4)2V3=12V3




