Czerwiec 2017 rok (poziom rozszerzony)(nowa matura)
Zadania zamkniete

Zadl. |lx—4|-2|=2

lx—4]—2=2 v Ix—4|—2=-2
|x — 4| =4 v [x—4| =0
x—4=4 V x—4=-4 \% x—4=0
teraz juz widac€ ze rozwigzan jest 3: x; = 8 x, =0 X3 = 4 D)
Zad 2. log,25+log, 10 = 0g225 + log, 10 = log225 + log, 10 = - logz 25 +log, 10 =
= 10g2(25)2 + log, 10 = log, V 5+ log, 10 = log2 5+log, 10 = log2 5-10 =log, 50 B)
Zad 3. Danemamyze P’ =(3; —3) P =(1; 3) S=(-2; 12)
_ sP' _[3-(-2); -3-12] _ [5; -15] _ 5
k= sp [1-(-2); 3-12]  [3; -9] 3 B)

Zad4. f(x)= 2;—_8 Korzystajac ze wzoru na pochodng ilorazu mamy:
’ _ 1(2x-8)-x2 _ 2x—8-2x _ -8
fio) = (2x-8)2  (2x-8)2  (2x-8)2

_ -8 _ -8 —_8 _
f'(V2+4) = 2(\/—+4) T e @ e ©

Zad 5. S_E gdz1ea1=§q = q =3a; = 3a

i-_¢ — 1-3a=4a = -3a—4a=-1 = T7a=1 a=-

4 1-3a 7
Zadania otwarte

Zad 6. f(x) = —x*+bx+c x; =—1;, x, =12 zpodanego wzoru mamy a = —1

Teraz korzystajgc z postaci iloczynowej mamy:

f)=—-(+Dx—-12)=-(x?>—-12x+x —12) = —x? + 11x + 12

(p; q) - wspétrzedne wierzchotka p = ;—2 = __—121 =5,5

f() =f(5,5)=—-(55)2+11-55+ 12 = —30,25 + 60,5 + 12 = 42,25

Odpowiedz:

Zad7.5x*+y*—4xy+6x+9=0

5x2 4+ y% —4xy +6x+9 =x%+6x+9+4x% —4xy +y? = (x + 3)* + (2x — y)?

Po tym przeksztatceniu mamy:

(x+3)2+Q2x—y)2=0

To jest nieréwnos¢ oczywista. Kwadraty pewnych liczb jak tez ich suma jest liczba nieujemna.

Zad 8. Punkt S jest srodkiem okrggu wpisanego w tréjkat ABC czyli odcinki AD i BE leza na

dwusiecznych katow a i 3 czyli «CAD = %a; LEBC = % B c

Mamy wykaza¢ ze jezeli @ + f = 2y to na czworokacie ESDC mozna opisa¢ okrag

Jezeli a + [ = 2y to suma katéw w tréjkacie ABC a + f +y = 180° czyli:

2y +y=180° = 3y =180° = y=60° E D

Z drugiej strony gdy a + f =2y toy = ‘HB % +§

Z sumy katéw w tréjkacie ADC mamy <IADC = 180° — (60° + ) =120 -2 B

Z sumy katow w tréjkacie BEC mamy <BEC = 180° — (60° + ) = 120°— %

teraz dodajac te katy mamy 120° — g + 120° —% = 240° — (% + g) = 240° —y = 240° — 60° = 180°

Otrzymalis$my ze w czworokacie DCES ma sume katow przeciwlegltych «SDC + «SEC = 180° tak wigc i
<DCE + «DSE = 180° czyli na tym czworokacie mozna opisa¢ okrag co nalezato wykazaé.

Zad 9. Mamy cyfry {0; 1; 2} aliczba ma by¢ pieciocyfrowa i dzieli¢ si¢ przez 15
Aby liczba dzielita si¢ przez 15 musi tu spetnia¢ 2 warunki: Podzielnos$¢ przez 3 i przez 5. (3-5 = 15)

(B)



I) Na koncu musi by¢ 0 bo 1 i 2 na koncu nie da liczby podzielnej przez 5

IT) Suma pozostatych 4 cyfr ma da¢ 3 albo 6 aby dzielita si¢ przez 3

Ustalamy jakie moga by¢ kombinacje pozostatych 4 cyfr aby da¢ sume¢ podzielng przez 3

{1110; 2100; 2220; 2211}

Teraz dla kazdej grupy cyfr ustalamy ile liczb mozna z tej grupy utworzy¢. Aby liczba byta pigciocyfrowa to
zero nie moze by¢ na poczatku.

1110 — tu mamy 3 mozliwosci. Zero na drugim lub trzecim lub czwartym miejscu.

2220 — tu mamy 3 mozliwosci. Zero na drugim lub trzecim lub czwartym miejscu.

2100 — tu mamy 6 mozliwosci. Na poczatku moze by¢ 2 to jedynka na drugim lub trzecim lub czwartym

miejscu albo na poczatku jedynka to dwdjka drugim lub trzecim lub czwartym miejscu.
2211 — tu mamy 6 mozliwosci (;) =2 _H_g

21-2! 2
Razem 3+3+6+6 =18
Odpowiedz: Liczb pieciocyfrowych ztozonych z cyfr 1; 2; 0 podzielnych przez 15 jest 18

Zad 10. {ay; ay; ag;}-ciagarytmetyczny a; = q; Sg = % 8 =124
{by; by; bs;}-ciag geometryczny by=r; by +b, =18
Z ciggu arytmetycznego mamy ——= - 8 = 124 =  4(ay +ag) = 124|:4

a, +ag =31 = a1+a1+7r=31
2a, +7r =31
Z ciggu geometrycznego mamy: by + b, = 18 czylir +r-q = 18 r+r-a; =18
Mozemy wiec napisa¢ uktad rownan:

2a; +7r =31 L . . < . .
{r +roa, =18 dla uproszczenia niech a; = a i korzystajac z I rtéwnania mamy:
2a=31—-"T7r|:2 = a = 15,5 — 3,5r nastepnie wstawiajac to do Il réwnania mamy:

r +r(15,5—3,5r) = 18

r + 15,57 — 3,572 = 18| - 2

2r+31r—7r2 =36 =0

—7r?2+33r—-36=0

A=33%2—-4-(-7)-(—36) = 1089 — 1008 = 81 V81 =9

r = —33-9 _ —42 _ r = -33+9 _ -24
2:(=7) -14

by¢ zbiorze liczb catkowitych.

Dlar; = 3 mamy: a = 15,5 —-3,5r =155-3,5-3=155-10,5=5

Cigg arytmetyczny: a; =5, r=3toa,=a;+(n—Dr=5+(n—-1)3=2+3+n—-1)3=2+3n

Ciag geometryczny b, =3; q=5tob, =b;-q"1=3-5""1

Odpowiedz: Ciag arytmetyczny: a; =5, r=3; a,=3n+2

Ciag geometryczny b, =3; q=5; b, =3-5""1

10 . . . . .
= = 1—; 7, nie spelnia warunkoéw zadania bo ciagg ma
2:(-7) -—14 14

Zad 11. 3sin(x—z)+cos (x+%) =1 x €(0; 2m)
Korzystajac ze wzoréw sin(a — ) = sina cosf§ —cosasinfl; cos(a+ ) = cosacosf —sinasinf

. s . I T . . T
mamy 3 (smx cos — cosxsmz) + cosx cos_ — sinxsin_ = 1
. V2 V2 V2 . V2
3 sinx:— —cosx-— +cosx-?—51nx-?=1

3v2 . V2 V2 .
—(smx — COSX) +5-cosx ——sinx = 1

3\/" 3v2 V2 N
Tsmx > cosx+—cosx—?smx=1
2«/_ 2v2

—si nx ——-Cosx = 1

\/—smx—\/—cosx—1| 2
\/—

V2 1 . . . T T 2
?smx — - Cosx = teraz korzystajac z faktu ze sin = cos_- = — mamy

T, . T 1 .
coszsmx — smzcosx = E Czyh



N R

. A . T
sinx cos — cosx sin_ =
i teraz korzystajac w drugg strone ze wzoru sin(a — ) = sina cos f — cos a sin § mamy:

sin(x—z)zl = x=Z2=Z42kn v x-Z=3m+2kn czyli

4 2 4 6 4 6

x=%+%+2kn \% x=§n+%+2kn 1 ostatecznie

x=i—§+2k7r \Y% x=5n+2k7r

Teraz uwzgledniajac fakt ze x € (0; 2m) mamy odpowiedz:

Odpowiedz: Rozwigzaniami rownania sg: x = i—z \% x = gn.

Zad 12. P=(8; 2); A=(0; h) B=(a 0) AiB punkty przeciecia prostej 1 z osiami
wspotrzednych

\A

=(8; 2)

P=a-h=36 a-h=72 h=22
2 a

Mamy wigc na szukanej prostej 1 trzy punkty: A = (0; %), P=(8; 2); B=(a; 0)

. . 7 , . . . y —y
Mozemy teraz na dwa sposoby obliczy¢ wspoétczynnik kierunkowy prostej a = ﬁ
2741
2 72 2a-72 2 72 36
< . 2 _ a a-— a—
I) Korzystamy z punkow AiPa = —% = —&— = =
G-y e 4

IT) Korzystajac z punkéw PiB a = =—=

a-8 a-8 8-a
A ze w obu przypadkach chodzi o ta sama prosta wiec:

836 - 2 yli(a—36)(8—a) =4a-2

4a 8—a

8a — a%* — 288 + 36a = 8a
—a’+36a+8a—8a—288=0
—a?+36a—-288=0

A=36% —4-(—1)- (—288) = 1296 — 1152 = 144 V144 = 12
_C36-12_ 48 o, g, =362 _m24 o,
G =50 -2 27 (-1 -2

h="rtodlaa, =24 h =2=3adlaa,=12 hy=—=

Mamy wigc obliczone wspéirzedne punkéw lezacych na prostej 1, sa dwa rozwigzania:
) A=(0; 3); P=(8 2); B=(24 0)

I A=(0; 6); P=(8 2); B=(12 0)

Teraz dla kazdego przypadku mozna poda¢ rownanie prostej 1.

Mamy juz policzony wspoiczynnik kierunkowy: a = &:_a

Da =2 -2 _-2__12 Prosta ma réwnanie y = —Zx+3
8-a 8-2¢ -16 8 8
IDa=—=——==—=—- Prostamaréwnaniey = —-x + 6
8-a 8-12 -4 2 ) 27
Odpowiedz: Prosta | ma réwnanie y = —5X+ 31luby=- Sx+ 6
Zad 13. x*—3mx+2m*+1=0 X1; Xy € (—o0; 3)

I) Aby istnialy 2 pierwiastki musi by¢ A > 0



A=(-3m)?—4-1-2m?>+1) =9m? —-8m? —4=m? -4

mi—4>0 = (m—-2)(m+2)>0

my =2 m, = —2

m € (—; —2) U (2; +)

IT) Teraz robimy warunek aby oba pierwiastki byty mniejsze od 3. Mozna to zrobi¢ na kilka sposobéw.

—b+VA . 3m+V2m2—4 <3|-2 3m+Vm? — 4 < 6 czyli

Np. warunek na prawy pierwiastek: x, =

Vm2 —4<6—3m

(Réwnanie to trzeba podnies¢ do kwadratu. Musimy jednak zatozy¢ ze prawa strona nieréwnosci jest dodatnia, bo w
przeciwnym wypadku nieréwno$¢ nie miata by sensu a po podniesieniu do kwadratu moglaby sta¢ si¢ prawdziwa.)
Mamy wigc 6 —3m > 0 = —3m > —6]: (—3) = m< 2

Po podniesieniu Vm? — 4 < 6 — 3m do kwadratu mamy:

m? — 4 < (6 —3m)?

m? —4 < 36 —36m + 9m?

m? —9m? +36m—4—-36<0|-(—1)

8m? — 36m + 40 > 0|: 4

2m?* —9m+10>0

< 3 czyli

2a

A=(-9)?—-4-2-10=81-80=1 vi=1
9-1_ 8 9+1 _ 10
m=—=-=2 m,=—=—=25
2:2 4 2:2 4

me (—ow; 2)U (2,5 +x)
Teraz majac 3 warunki: m € (—oo; —2)U (2; +0)im < 2im € (—oo; 2)U (2,5, +) bierzemy
cze$¢ wspdlng tych warunkéw i otrzymujemy odpowiedz: m € (—oo; —2)

OdpowiedZ: réwnanie x* — 3mx + 2m? + 1 = 0 ma dwa pierwiastki nalezace do przedziatu (—oo; 3)
dlam € (—o; —2)

Zad 14. Zgodnie z danymi zadania AO = 0D = 0C =BO =r =6

takze AD = BC = 6. Tak wigc caly trapez sktada si¢ z trzech trojkatow
rownobocznych o boku 6. AC i BD sg odcinkami sktadajagcymi si¢ z dwéch
wysokosci w tréjkatach rownobocznych, co daje ze np.: «CAB = <DAC = 30°.
Tréjkaty ABP i CDP sg podobne gdyz maja katy o tych samych miarach

A

30° 30° 120° Skala podobienstwa tych tréjkatéw wynosi 2 gdyz % == 2
Policzmy wysoko$¢ poprowadzong z punktu P w tréjkacie ABP

Wysokos¢ trapezu jako wysokos$¢ trojkata rownobocznego wynosi h = %5 = 67\/5 =343
2

h, = 3 h = %3\/? = 2v/3 Mozemy wiec policzyé pole tréjkata ABP

Pagp =3+ 12-2v3 = 123

Teraz aby policzy¢ promien okrggu wpisanego trzeba policzy¢ dlugosci bokow trojkata ABP
AP=BP=ZAC=2-2h=2-2-3y3=4V3

P4sgp = p -1 gdzie p — potowa obwodu tréjkata p = %(12 +2- 4\/§) =6+4V3

_ _ 12¥3 _ 12v3  _ eV3 _ 6V3(3-2V3) _ 18V3-36 _ 36-18V3 _ ..,
12v3 = (6 + 4\/§)r P = e 2(3+2v3)  3+2v3  (3+2v3)(3-2v3)  9-12 3 12-6v3

Pe=mr? =n(12 — 6V3)" = m(144 — 2-12- 6v3 + 36 - 3) = m(144 + 108 — 144v3) = 1(252 — 14473)
Odpowiedz: Pole kota wpisanego w trojkat ABP wynosi n(252 — 144\/5).

Zad 15. Zgodnie z zatoZzeniem zadania krawedzie prostopadtoscianu oznaczymy: x; 2x; y

V=a-b-c=x-2x"y=2x?y=8 czylix?y =4 = y:);i2

mamy tez dodatkowe zatozenie co do dlugosci krawedzi:

dx+4-2x+4-y <28 = 4x +8x + 4y < 28 = 12x + 4y < 28|:4
3x+y<7 — 3x+ <7 = 3x +——7<0|-x?

3x34+4—-7x%><0
3x3—7x>+4<0



Widaé wyraznie ze pierwiastkiem wielomianu 3x3 — 7x? + 4jestx; =1 (3:13-7-12+4=0)
Wykonamy teraz dzielenie (3x3 — 7x? + 4): (x — 1) metoda Herona.

3 -7 0 4
obliczenia 3:1-7=—4 | 1:(-4)+0=—-4 | 1-(-4)+4=0
pierwiastek 1 3 -4 -4

Wynik 3x2? — 4x — 4 Szukamy dalszych pierwiastkéw
3x2—4x—4=0 ﬂ

A= (—4)>*—4-3- 4 =16 +48 = 64 V64 =8 4 =
£4_) ; (=4) A ,7o@/§ nN—"2

x, =48 _t__2 X, =8 _12_,
27 33 6 3 37 23 6

X € (—00; g) U 2)
Z uwagi na to ze chodzi w tym zadaniu o dlugo$¢ krawedzi
wigc pod uwagg bierzemy przedziat x € (1; 2)

Przedziat ten bedzie tez dziedzing funkcji opisujacej pole powierzchi prostopadtoscianu.

Teraz napiszmy wzor na pole powierzchni:

Ppc=2-x-2x+2-x-y+2-2x-y=4x2+2x-%+4x-;—2=4x2+i—f+%=4x2+&

x2

=4x2+ 2
X

P(x) = 4x* + % Pole powierzchni jako funkcja zmiennej x (jedna z krawedzi)

Dziedzina: x > 0 jako dtugo$¢ odcinka oraz biorgc warunek z sumy dtugosci krawedzi to:
D=(1; 2)

l-8x— %
X
. . s . 24
Sprawdzamy gdzie funkcja moze mie¢ ekstremum czyli 8x — — =0
X
3_
8x 224 —0 %0
X

8x3—24=0|:8 = x3-3=0.

x = V3 tatwo stwierdzi¢ ze jest to minimum bo dla x € (1; ?§/§) 8x3 < 24
natomiast dla x € (3\/5, 2) 8x3 > 24

Mamy wigc krawedzie prostopadtoscianu, ktérego pole powierzchni bedzie najmniejsze:
R R 5l o

Nie na tego w poleceniu zadania ale to pole powierzchni bedzie wynosi¢:

Pre=2-33- 233 +2- V3 2242033 28 _ 4394 B0 160 _ 435, 20 _ 435 1 839 = 1249



