Maj 2017r- poziomrozszerzon

Zadania zamkniete

Zad 1. (\/z—x/§—\/2+\/§)2=2—\/§—2\/(2—\/§)(2+\/§)+2+x/§=4—2\/4— =4-

2V1=4-2=2 (A)
_ (n?2-10n)(2-3n) .. (n2-10n)(2-3n) _ .. 2n?-3n%-10n+30n%? _ .. -3n3+32n%-10n _
Zad 2. a, = ———— lim,,,, ——————— = lim = lim ——————=
2n3+n2+3 2n3+n2+3 n—oo 2n3+n2+3 nooco  2n3+n?+3
—3n32_3 32n220 10n”°
. 3 t—3 23 3
llm /‘2 /‘0 0 - = (D)
n—-oo 2n3 n2 37 2
W T3 taE
Zad 3. N
A B
D

Mamy tréjkaty prostokatne ADC i BDC. Jezeli AD = DC to <ACD = 45° Jezeli |BC| = 2 |CD| to
«BCD = 60° (Fakty znane uczniowi gimnazjum lub kl VIII) Tak wiec kat sSrodkowy

<KCL = 45° + 60° = 105° stad kat wpisany <KML = % 105° = 52,5° ©)
Zad4. B= (-4, 7)i=[-3; 5]AB=-3u A=(x; y) AB=[-4—x; 7—7]

—4-x=-3-(-3) 7—y=-3-5

—x=9+4 —y=-15-7

—x =13 -y =-=22

x =-13 y =22 A= (-13; 22) (B)

Zadania otwarte

Zad 5. W(x) = x3 — 2x* + ax +% dzielony przez x — 2 daje reszte 1.
wykonujemy dzielenie wielomianow:
x? +a
(x3—2x2+ax+%) (x—2)

—x3 4 2x?

ax + 3
4
—ax + 2a
2a + 3
4
reszta z dzielenia 2a + % =1

2q = 1 — a=~==0125
4 8

Odpowiedz w kratki trzeba wpisac¢ 125
Zad 6. f(x) = =2

styczna w punkcie P = (1; 0)

x2+1
F1(x) = 1(x%+1)-(x—1)2x _ x?+1—(2x?-2x) _ x2+1-2x2+2x _ —xZ+2x+1
(x2+1)? (x2+1)2 (x2+1)? (x2+1)?
—(1)%+2-141 _ —1+3 _ 2

f'() = ) C 2 T % = a - wspotczynnik kierunkowy stycznej do krzywej w punkcie

P =(1; 0) Stycznama posta¢y = %x + b oraz przechodzi przez P = (1; 0) wigc
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y = %x - % czyli f(x) = %x - % jest réwnaniem stycznej do podanej krzywej w punkcie P = (1; 0)
Zad 7. x*y* +2x* +2y*—8xy+4>0 dlax #y

x2y? +2x% + 2y —8xy + 4 =2x% —4xy + 2y% + x%y? —dxy + 4 =

2x? = 2xy +2y) + (xy)? —4xy + 4 =2(x — y)? + (xy — 2)?

zuwaginatoze x # ytox —y # 0 wigc (x — y)? > 0 natomiast (xy — 2)? = 0 jako kwadrat licz-

by wiec suma jest > 0

Zad 8. C
a
X
A B
c
2ac COSE
wykaza¢ |BE| =x = — 2

1 : 1 . 1 : s
Prppc = Sac sinf EPABEA =cx smg EPABCE =ax smé oczywiscie Ppapc = Paagre + Pagce

1 . 1 : 1 : . : . .
sacsinf = Ecxsm§+zaxsm§ czyli acsinff = cxsm§+ axsmg

acsinf = x(csin§+ asiné)
acsinf

X=—F % korzystajac ze wzoru sin 28 = 2sin ff cos
2 2
ac2 sing cosg 2ac sing cosg 2ac cosg
ofrzymamy x = 3 7= 3 =
c sin;+a sin; sin;(c+a) atc

Zad 9.

Ostrostup odciety przez ptaszczyzne Tto objetosci % objetosci calego jest do niego podobny chociaz-

3/8

by dlatego ze ptaszczyzna Ttjest rownolegta do podstawy. Podobienstwo jest w skali k = = 2

czyli ptaszczyzna Ttjest na wysokosci 2 od podstawy. Policzmy wysoko$¢ ostrostupa za pomocg

Twierdzenia Pitagorasa z tréjkata DFO. Wysokos$¢ $ciany bocznej jako wysokos¢ tréjkata rowno-

bocznego DF = h = 22 = &2 = 33, Odcinek OF = 1h = V3. Tak wigc H2 + 3~ = (3v3)"
H?+3=9-3

H? =273 =24 2 e \av3

H =21 = VI 6 = 25 3173

EH = % 26 = 47\/3 x — odlegtos¢ ptaszczyzny Tod srodka kota




Tréjkaty obok sa prostokatne i majg jeden kat wspdlny wigc sa podobne mozna wigc zapisa¢ propor-

G
cje 4:5_— ;\/;x = (2\/—) i(‘h/—_l_ )

43Jﬁ+£

12=?+Tx|-3
36 = 32 + 4V/6x

_ _ 4 _1_e
4J6x =4 = x_zh/E_\/E_e

Odpowiedz: Odlegtos¢ ptaszczyzny Ttod srodka kota wpisanego wynosi g
Zad 10. cos2x +3cosx = —2 x € (0; 2m)
wiedzac ze: cos 2x = cos? x — sin? x = cos? x — (1 — cos? x) = 2 cos? x — 1 mamy:
2cos?x—1+3cosx+2=0
2cos?x+3cosx+1=0 uzywamy zmiennej pomocniczej cosx =t
2t24+3t+1=0
A=32-4-2:1=9-8=1 V1=1

-3-1 -4 —3+1 1
t =3 _T__l t=—"F"="3
cosx=—1 = x=mu+2km

1 4 4
cosx = —=- = x=gn+2kn Vv x=§n+2k7r

Odp: dla x € (0; 2n)mamy:x=§n V x=m V x=§7r
Zad 11. Aby wylosowac jedng piteczke z oSmiu to mamy na to 8 sposoboéw tak wiec
0=8-8-8=512
A —iloczyn trzech losowan podzielny przez 4. Taki wynik mozna uzyska¢ w trzech przypadkach
I. kazda wylosowana liczba jest parzysta ( W zbiorze jest ich 4: {2; 4; 6; 8}) — to si¢ moze zdarzy¢
w 4 -4 -4 = 64 przypadkach
IL. Jedna jest nieparzysta a dwie liczby parzyste 4 - 4 - 4 - 3 = 192 przypadki. Liczba nieparzysta
moze by¢ jako pierwsza lub druga lub trzecia
III. Dwie nieparzyste i jedna podzielna przez 4 czyli {4; 8}
4-4-2-3 =96 Tapodzielna przez 4 moze by¢ w trzech r6znych miejscach analogicznie jak wyzej.

= 352 176 88 4-4- 22 11
A=64+192+96=352 PA)=-="T"=—===2——

Zad 12. 4x* —6mx+ (2m+3)(m—3) =0 x; <x, oraz (4x; —4x, —1)(4x; —4x, +1) <0
1) Aby pierwiastki istniaty i byly rézne: A> 0 czyli (—6m)? —4-4(2m +3)(m—3) >0
36m? —16(2m? —6m+3m—9) >0
36m? —32m? + 48m + 144 > 0
4m? + 48m + 144 > 0|: 4
m?+12m+36 >0
A=122—-4-36=144—-144=0 my = ;—s = _712 = —6 Pierwiastki x; i x, istniejg dla wszyst-
kich x z wyjatkiem m = —6 czylim € (—o; —6) U (—6; +o0)
2) (4xy — 4x, — 1)(4x; — 4x, + 1) < 0 jezeli potraktujemy a = 4x; — 4x, b = 11 zastosujemy
IIT wzoér skréconego mnozenia to mamy:
(4x; — 4x,)2 —12 <0
16x,%2 — 32x11 + 16x,2 =1 <0
16(x12 — 2x1x, + x,%) < 1
16(x12 + 212, + x5 — 4x1%,) < 1



16[(3(1 + xZ)z - 4x1x2] < 1
Korzystajac ze wzoréw Viete’a x; + x, = %b = GTm
¢ _ (2m+3)(m-3)

0raz X1 X, = — = ——— —— otrzymamy:
2 _
16 <(6Tm) _ w) <1
2
16 [361’: — (2m? — 6m + 3m — 9)] <1

2
16(36—m—2m2+3m+9)<1
16
36m2 — 32m? + 48m + 144 < 1
4m? + 48m + 143 < 0
Ay=482 —4-4-143 = 2304 — 2288 = 16 16 = 4

my = —48-4 = _—52 = —6'5 m, = Z48+4 = LM- = —5,5 m e (_6,5, _5,5)

8 8 8 8
Rozwigzanie to cz¢$¢ wspdlna zbioréw m € (—o0; —6) U (—6; +0)im € (—6,5; —5,5)
Odpowiedz: m € (—6,5; —6) U (—6; —5,5)
Zad13. A= (-5 3) B=(0; 6) srodeklezynaprostejx —3y+1=0
Przeksztal¢my do postaci x = 3y — 1
wspoétrzedne $rodka okregu (3y —1; y)
(x —a)? + (y — b)? = r? réwnanie okregu.
Jezeli za x iy wstawimy wspétrzedne punktu A lub B za a i b wspotrzedne $rodka lezacego na danej
prostej to otrzymamy dwa rownania:
(-5-3y+ 1)+ @B —-y) =12
0-3y+ 1?2+ (6—y)2=r?
(=4 -3y +(B-y)P=r?
LA-3y)2+(6-y)? =72
16+ 24y +9y? +9— 6y + y2 =12
1—6y+9y?+36—12y +y? =r?
10y% + 18y + 25 =12
10y? — 18y + 37 =r?
10y2 + 18y + 25 = 10y? — 18y + 37
18y + 18y =37 — 25
1

36y =12 = y=:

x=3 -g— 1=0 §= (0; g) wspotrzedne srodka okregu
Teraz obliczymy promien okregu czyli np. odlegtos¢ punktu B od punktu S
B=(0; 6) S= (O; é) |BS| =6 —§ = 5% = g s to dwa punkty lezace na osi OY wigc nawet
wzOr na dlugos¢ odcinka nie jest konieczny

ied2: Réwnani 02 4 (v =) = (D) el x? 4 (v = L) =22

Odpowiedz: Réwnanie okregu to (x — 0)* + (y 3) = (3) czyli x* + (y 3) =
Sa tez inne sposoby na rozwigzanie. Przykladowo mozna wyznaczy¢ prosta AB, srodek odcinka AB,
prostopadta do AB przechodzaca przez §rodek i z uktadu réwnan tej prostej z dang prosta wyznaczy¢
srodek okregu a koncéwka jak u mnie.

Zad 14. (a; b; c) ciag arytmetycznya + b +c =27 (a —2; b; 2c + 1) - ciag geometryczny
Z ciggu arytmetycznegoa +a +r +a + 2r = 27
3a+3r=27 = a+r=9 = b=9
b=9 = a=9-r = ¢c=9+r
(7—=7r; 95  2(9+47r)+1) -ciag geometryczny



9 2(9+7)+1 .9 2r+19
—=———czyli——=

7-r 9 7-r 9
(7-r)Q2r+19)=9-9

14r + 133 — 2r2 — 19r = 81

—2r2—5r+133-81=0

—2r2—=5r+52=0

A= (=5)2—4-(=2)-52=254+416 =441 441 =21

_5-21 _ -16 5421 _ 26

7"1—_—4—_—4=4 Tz—_—4—_—4——6,5
Rozwigzaniedlar =4: (9—r; 9; 9+1r)=(5; 9; 13)
Rozwigzanie dlar = —6,2

Zad 15. Pole powierzchni catkowitej walca P = 2mr? + 2nrh = 2nr(r + h)
Objetosé walca V = nr2h
Wyznaczamy wzér na kb z pola powierzchni
2nrh = P — 2mr?

2nr 2nr
Wstawiamy to do wzoru na objetos¢

P nrp TP
Vznrz(——r)z —nrd=——mrd
27T 27r 2

V(r) = % —mr3 Objetos¢ jako funkcja zmiennej r
Obliczmy dla jakich r funkcja przyjmuje wartosci dodatnie, czyli: % —ar3>0

r(g—nr2)>0

n=0V ——nmr2=0 = r2 == = rz—\/z Vv r3:—i
2 2T 2T 21
NI VA
\]U e
mamy pierwiastki: r; =0 1nr, = \/% pierwiastek 13 = — \/% jako ujemny wychodzi poza
warunki zadania. Funkcja ma wartos$ci dodatnie dla r € (0; \/g) czyli D = (0 ; %)

V'(r) = g —-3nmr? D= <0; %)
g — 3mr? = 0 Obliczymy dla jakiego r objeto$¢ przyjmuje warto$¢ ekstremalna

P P P
3nrl=- = ri=— = r= |£
2 61 61

Teraz trzeba zbada¢ czy to jest maksimum czy minimum
Dlar < \/E bedzie 3mr2 < % czyli = — 3mr?2 > 0
61 2 2
. . P . 2 P . P P
analogicznie Dla r > p bedzie 3mre > 3 czyli e 3nrc <0
Mamy wigc maksimum

Obliczymy teraz objetos¢ tego walca dla r = \/:in

Aby to zrobi¢ trzeba obliczy¢ sobie warto$¢ h dla takiego r



2
P
P-2m| |— P
h= p-2mr? (\Jéﬂ) _ P-2m— ——P 43P2
T 2mr P [apmz 92PT |37

2T |—
61 6T

. . P
[ stosowanie wzoru w postaci h = Zon — 1 okazuje sig drogq nieporéwnanie trudniejsza |

2
P 2P 2p3 P3
V=nr’*h=n| |— —
6T 371' 3TL’ 3TL’ 36° 371' 18- 371' 547‘[
p3 P |P
lubV = [—==- [—
541 34/ 6T

Odpowiedz Maksymalna obj¢tos¢ tego walca wynosi V = /;—n = 2 \/g






