Listopad 2016 rok (poziom rozszerzony)
Zadania zamkniete

Zad 1. ||x +3| - 5| <2

[x+3|—-5<2 A |x+3]|—5>-2
[x+3] <7 A |x + 3| >3
x+3<7 AN x+3>-7 A x+3<-=-3 V. x+3>3
x <4 A x>-10 A x < —6 v x>0
x € (—10; 4) A x € (—oo; —6) U (0; +o0)
x € (—10; 4) N [(—o; —6) U (0; +)] =(-10; —6) U (0; 4)
2 2 (A)
° 1 __ sin22,5° €0s22,5° _ sin®22,5°+cos”22,5° 1 _ 1 _
Zad 2. tan 22’5 + tan22,5°  cos22,5° sin22,5°  sin22,5°c0s22,5° %-2 sin 22,5°cos 22,5° o %-5111450 -

1 4 a2
T vz o2 2v2 (A)

2 2

Zad 3. Z twierdzenia cosinusOw obliczymy trzeci bok

x> =102+6%2—-2-10-6"cos120° 10
x? =100 +36—2-60- (—3) 6
x? =100+ 36 + 60 = 196 x =196 = 14
Teraz z twierdzenia sinuséw mamy x=14
2 — 2R czyli—— = 2R 2R - sin 120° = 14
sina sin120

__ 14 _ 14 _14_ 143 (C)

il

"~ 2sin120°  ,.)3

2

Zad 4. W(x) = %x" + gx

W'(x) = x3 + 2x? Aby byto ekstremum to W'(x) = 0

x3+2x2=0

x2(x+2)=0 x, =0 Vo ox,=-2

Mamy 2 punkty podejrzane o ekstremum ale fatwo zauwazy¢ ze dla x = 0 znak pochodnej si¢ nie

zmienia. Wyrazenie x2(x + 2) ma warto$¢ dodatnig zaréwno dla liczb dodatnich (co oczywiste) ale

tak samo dla liczb ujemnych wigkszych od — 2.

3

w

Ekstremum istnieje tylko dla x = —2 B)
Zad 5. logg 5+ 2logse 3 =loge 5+ 2 lloogi6336 =loge 5 + 2 log263 = loge 5 + logg 3 =loge(5-3) =

logg 15 , 2 3 Z ©
Zad 6. limy, o, EZ:Z;Z B CZ:) ] = limpo, [§22;§Z;; B (2877;3:-12277;2++69T;_-|-11)] -

=l i o = 5 = T = 15 = 03(037)

Odpowiedz: |§| |§|

Zad7. x3+x*>—7x+5=0
Eatwo zauwazy¢ ze x; = 1 134+12-7-145=2-7+5=0
Teraz dzielimy wielomian x3 + x? — 7x + 5 metodg Hornera przez x — 1

1 1 -7 5
obliczenia 1-1+1=2 1:2—-7=-5 1-(=5)+5=0
pierwiastek 1 1 2 -5
Otrzymali$my wielomian x? + 2x — 5 wiec rozwigzujemy réwnanie: x% + 2x —5 = 0
A=22—-4-1-(-5)=4+20=24 V24 =46 =26
%, =—2—2«/€=—2(1+\/€)=_1_\/g s =—2+2«/E=_1+\/g

2 2 2
najwickszy z pierwiastkow to x3 = —1 + V6 ~ —1 + 2,4494 ... = 1,4494 ...

Odpowiedz [1]}4]



Zad 8. Trojkaty OEC i OBE sg prostokatne (kat stycznej BC z promieniem OE = 90°) /1‘ 8E
1 sg podobne do tréjkata OBC, czyli tréjkat OBC prostokatny. Q I
Tak wigc odcinek OE =r jest wysokoscig w OBC \r
Znana jest zalezno$¢ r2 = |BE| - |EC| A e

2-11-8=288 r =+/88 = V422 =222
Ob=4r+2-8+2-11=4-2V22+16+22=8v22+38 ~ 8-4,69041 ...+ 38 =
= 37,5233 ...+ 38 = 75,5233 ...

Odpowiedz:

Zad 9. W = — Dziedzina tego wyrazenia musi spelniac warunki:

220 o0mz4—x?#0 czylix£2 A x# -2

:_—xsz > 0 jezeli iloraz ma by¢ > 0 to i iloczyn tak samo (x — 5)(4 — x2) > 0

x=52-x2+x)=0

miejsca zerowe x; = 5 X, = 2 X3 = —2 \

Odpowied ( 2) U (2; 5) U/_\S >

powiedz: x € (—oo; —2) U (Z; g
Zad 10. f(x) = m pP= (—3 ; %) napisa¢ réwnanie stycznej do krzywej
' —3(4x3+2 4-(-3)3+2:(-3) -3[4-(-27)-6] _ —3-(-114) 342 114 _ 38
£l = ) gy = |l = _Mz_1_®_g

(x*+x2-75)2 [(-3)4+(-3)2-75]2 ~  (81+9-75)2 152 225 75 25
Styczna do krzywej ma postat y = ax + b gdziea = f' (xy) czyliy = %x +b

i przechodzi przez punkt P = (—3 ; %) czyli

1=3.(-3)+b l:ﬂ_}_b p=> 4114 _119
5 25 5 25 ' 25 25
Odpowiedz' Roéwnanie stycznej do krzywej f(x) = —25c W punkcie P = (—3 ; %) ma postac

119
Y =%t o0

. . B aZ bZ a
Zad 1l. Jezelia>0ib >0 t0§+§+3(3+—)
Na poczatek trzeba wiedzie¢ ze % + Z =2
Wykazemy to:
a’? | b® _ a*+b?

Sprowadzajac do wspdlnego mianownika mamy: % + % =St =—

2 2
Czyli mamy do wykazania ab

> 2 po pomnozeniu przez ab mamy a? + b? > 2ab
a’ + b%? — 2ab = 0 czyli (a — b)? = 0 co konczy dowdéd faktu ze % + S > 2 gdyz kwadrat liczby jest
liczbg nieujemna.

J ezeh wykazalismy ze + >2t0 analoglczme wykazemy ze — + =2

bZ a*+b* > vs g2y
bz = 2pr b2 czyli mamy do wykazania ze =57 = 2luba*+ b 2a*b

co dale] daje a* + b* — 2a2b2 > 0 czyli (a bz)2 >0
2

Mamy wigc wykazane e = Tt > 2 oraz + > 2czyli 3 ( ) >3-2=6
co wstawiajgc do nieréwnosci poczqtkowej daje nam ze lewa strona jest wigkszaod 2 + 6 = 8



Zad 12. S = —q = 40 a suma nieparzystych {a;; as; =a;-q?% as=a;-q%..} S; = 1:2 = 32
dodatkowo musi to by¢ ciag zbiezny czyli: |q| < 1
ﬁ =40[-(1-q)
Mamy wiec do rozwigzania uktad réwnan: lql <1
1_qz=32|-(1—q )
{a1=40(1—CI)P sonuiac L 16 ‘e do IL ot .
rzyréwn réwnani rzymujem
a, = 32(1— ¢?) yréwnujac I réwnanie do II otrzymujemy
40(1—-q) =32(1—q%)
40 — 40q = 32 — 32q>
32g%2 —40q +8 =0|:8
49> —-5q+1=0
A=52-4-4-1=25-16=9 V9 =3
ol =F;—:’=§=% q —Sﬁzgz q> = 1 niezgodne z zatozeniem |q| < 1
dla q = mamy a, = 40(1 - q) =40 (1—7) =402 =30
Odpowiedz: Jest to cigg geometryczny o wyrazie pierwszym a, = 30 i ilorazie g = %
Zad 13. sin? a — sin? § = sin(a — pB)
(sina — sin B)(sina + sin B) = sin(a — B)
a+p . a—ﬁ . a+pB a .
2 cos —S —: 2 sm— COST = sm(a - ,3 ) (mnoZenie jest Iaczne czyli zamieniamy kolejno$é¢ czynnikow)

ﬁ

2cos—sm ﬁ . 2sin £ ﬁ

cosa;—ﬁ = sin(a — )
sin (2 #) (2 Tﬁ) = sin(a — B)

sin(a + B) - sin(a — B) = sin(a — B)

sin(a + B) - sin(a — B) —sin(e —B) =0

sin(a — B) [sin(a+ ) —1] =0

sinfa —B) =0 % sinfa+pB)—1=0
a—B=0 \% sin(led+8) =1
a=pf \Y% a+p =90°

Jezeli @ = f to tréjkat jest rtOwnoramienny. Jezeli a + [ = 90° to trdjkat jest prostokatny.
Czyli osiagnelismy teze zadania.

Zad14. A= (8; 4) |AB| = 22 a = 60° kat prostej AB z osig OX

Réwnanie prostej ma postaé y = ax + b gdzie a = tana = tan 60° = /3
Prosta wiec ma posta¢ ¥y = v/3x + b i przechodzi przez A = (8; 4)
Mamy wigc 4 = V3 -8+ b czylib = 4 —8V3

Prosta wigc ma posta¢ y = V3x + 4 — 8v3

Punkty lezace na tej prostej majg wspoétrzedne (x; V3x + 4 — 8\/§)
Teraz korzystajac z twierdzenia Pitagorasa mamy:



(x—8)% + (V3x + 4 —8V3 —4)" = 222

(x — 8)% + (V3x — 8V3)" = 484

x% — 16x + 64 + 3x% — 48x + 192 = 484
4x? — 64x + 256 — 484 = 0

4x? — 64x — 228 = 0]: 4
x?—16x—57=0

A= (-16)?> —4-1-(=57) = 512 + 228 = 484 V484 = 22
16—22 -6 16+22 38

=== =73 2=— =5 =19

Dla x; = —3 y;=v3:(-3)+4-8/3=4-11/3

Dla x, = 19 y, =v3:19+4—-8V3=4+11V3

Odpowiedz: Mamy dwa punkty spelniajagce warunki zadania:
By=(-3 4-11¥3) B,=(19; 4+11V3)

Zad 15. Dany jest trapez ABCD i jego przekatne przecinajg si¢ w E
Wykazemy ze G dzieli bok AB na polowy.
Prowadzimy odcinek HI przechodzacy przez Ei HI||AB||CD
Tréjkaty ABD i HED sg podobne
LADB = <HDE — wspdlny <DAB = ¥«DHE — odpowiadajace
4<DBA = «DEH - odpowiadajace
Analogicznie tréjkaty ABC i1 EIC
Wysokosci trojkatéw HED i EIC sg jednakowe — oznaczmy h
Wysokosci trojkatow ABD i ABC tez jednakowe — oznaczmy H
W tréjkatach podobnych stosunki odpowiednich odcinkéw sg réwne.

Mamy wigc: % = % oraz % = % Z réwnosci tych wynika ze HE = EI
Teraz w podobny sposéb wykazemy ze trojkaty AGF 1 HEF sg podobne

Sa to tez trojkaty o wspdlnym kacie ¥AFG = ¥HFE oraz

LFAG = <FHE i ¥FGA = <FEH jako odpowiadajace

Identycznie wykazujemy ze trojkaty BFG i IFE sg podobne.

Teraz tak samo jak w I cze$ci dowodu stwierdzamy Ze tréjkaty HEF i IEF maja wsp6lna wysokos¢ h;
oraz trojkaty AGF i BGF majg wsp6lng wysoko$¢ h;

W tréjkatach podobnych mozemy zapisa¢ stosunki odpowiednich odcinkéw:

HE =1 oraz £ =1 7 faktu e HE = EI wynika AG = BG  Co byto do wykazania.
AG  hy BG  hy

Zad 16. Mamy w urnie 5 kul biatych i 7 czarnych
Losujemy dwie kule wigc moze by¢ 3 rézne wyniki tego losowania {bb; bc; cc}
Obliczamy prawdopodobienstwo kazdego takiego wyniku

Wszystkich wynikéw tego losowania jest: Q= (5 + 7) = (12) =2 I _11.6=66

2 2 ) 2-1o0! 1-2
I - Zdarzenie B; wylosowano dwie kule biate B; = (;) = =22=2.5=10 P(B) =7 =—
Il — Zdarzenie B, wylosowano kule biata i kule czarng B; = 5+ 7 = 35 P(By) = 2
IIT — Zdarzenie B; wylosowano dwie kule czarne B=3 = (7) =L =%=-3.7=21
2) T 2rsl T 12

P(B)) ===

Teraz liczymy prawdopodobienstwa warunkowe dla kazdej sytuacji.

W urnie zostato 12 — 2 = 10 kul. Dla losowania 1 kuli mamy Q=10

A) Odtozono 2 kule biate wigc zostato 3 biale i 7 czarnych. Aby wylosowac kule biatg mamy 3
mozliwosci  P(A|B;) = —

B) Odtozono 1 kulg bialg i jedng czarng wiec zostato 4 kule biate i 6 czarnych.

Aby wylosowa¢ kule biatg mamy 4 mozliwosci  P(A|B,) = 14—0



C) Odtozono 2 kule czarne wigc zostato 5 biatych i 5 czarnych. Aby wylosowac kule biatg mamy 5
mozliwosei  P(A|B;) = —

Liczymy teraz prawdopodobienstwo catkowite:

P(A) = P(A|By) - P(By) + P(A|By) - P(B;) + P(A|By) - P(B3) = =~ == 4~ T = — 4

10 33 ' 10 66 ' 2 22
7 .7 _ 6 28 , 21 _ 55 _ 5

33 44 132 132 132 132 12 ;
Odpowiedz: Prawdopodobienstwo tego ze w Il losowaniu wylosujemy kule biatg wynosi o

Zad17. f(x) =(m+ 1x?>—-(C2m—2)x—2(m—-1)
kiedy % + é <2
tréjmian (m + 1)x? — (2m — 2)x — 2(m — 1) musi spelnia¢ warunki:
I) a # 0 aby tr6jmian byt kwadratowy, czylim +1 # 0 = m#* -1
1) A> 0 aby istniaty 2 pierwiastki a =m+1; b=-2m—-2); c=-2(m—-1)=-2m+2
A=[-C2m-=2)?-4m+D(-2m+2) =4m? —8m + 4 — 4(-2m? + 2m — 2m + 2) =:
=4m? -8m+4+8m?—-8=12m?*—-8m —4

12m? —8m —4 > 0|: 4 = 3m?-2m—-1>0:
A= (27 -4:3:(-1) =4+12=16 V16 = 4
2-4 -2 244 6
m1=—=———— my,="—=-=1
32 6 32 6

mE (—00; —g) U(1; +o)

III) pierwiastki x1; x, maja spetnia¢ warunek 13 + 13 <2

X1 X3
. . , . _ —_b _2m-2 _ . . ] _c_ -2(m-1)
Z wzoréw Viete’a mamy: x; + X, = TS XX XXy = o=
Dokonajmy przeksztalcenia wyrazenia aby mozna bylto zastosowa¢ w zadaniu wzory Viete’a:
1,1 b3 a® _ a®+p® _ (a+b)(a®-ab+b?) _ (a+b)(a®+b%-ab) _ (a+b)[(a+b)?—2ab-ab| _
b3~ a3p3  a3p3 adp3 (ab)3 B (ab)3 B (ab)3 B
__ (a+b)[(a+b)?-3ab]
B (ab)?
2m-2\[r2m-2\2 _-2(m-1)
Czvli w naszvm przvpadku mamy: 1 + 1 _ (x1+x2)[(x1+x2)3=3%x1%5] _ (m+1)[( m+1) T m ] _
y ym przyp Y- x3 X3 (x1'x2)3 o (—Z(m—l))3 B
m+1
2m-2\ [[2m-2 6(m—1) m+1 \3 2m-2\3  [2m-2\ 6(m-1) m+1 3
= )( )+ o] Gam) =[G+ ) ) =
m+1 m+1 m+1 -2(m-1) m+1 m+1 m+1 ( 2)3
[23 12 (m—1)2] _ (_ l) (m+1)3 —_1— E(m+1) __q_30m) __, 3mi3
m+1 m+1 8/ \m-1 8 \m-1 2(m-1) 2m—2
Mamy rozwigza¢ nierdwnos¢: —1 — S <2 czyli — mz _m_2<o0
2m—-2 2m-2  2m-2
-2m+2-3m-3  4m-—4
- <0
—sz—ril:fm+4 2m=2 -9m+3
—<0 —— < 0 czyli ostatecznie mamy:
2m—2 2m—
(-9Im+3)2m—-2)<0
—9m = -3|: (-9) \Y% 2m = 2|:2
my = l m, = 1

3
me€ (—00; %) U(1; 4+o)

Teraz zostato ustali¢ cze$¢ wspélna rozwigzan I, II, 1 IIT
Odpowiedz: m € (—00; —%) U(1; +0)\{—-1}.

2 4 2
Zad 18. f(x)=; y=—§x:2 P=(x; ;)
Zapiszmy réwnanie prostej y = —3X = 2 w postaci ogolne;j:
§x+y+2=0|'3 4x+3y+6=0

Napiszmy wzor na odlegtos¢ punktu P od prostej 4x + 3y +6 =0



2 6
[ax+32+6|  ax+Sre 4 6 6
= ==-x+—+4-
V42432 5 5 5« 5
(z uwagi na zatozenie ze punkt P lezy w I ¢wiartce warto$¢ bezwzglgdna we wzorze na odleglos¢ byta do pominigcia)

. Yy 4 6 6 . ;. . . . . sy .
wzOr na odlegtos¢ d = ;X o+ mozemy potraktowac¢ jako funkcje zmiennej X i znalez¢ jej

ekstremum.
d(x) = iJC + i + E D = (0; +o0) bo odlegtos¢ jest liczba dodatnia
4 -65 4 6 4x? 6 4x%-6
d'(x) —‘+<5x>z = T e T T e e e
Szukamy ekstremum:
4x%-6
2 =0 czyli4x?* —6=0[:2

2x2 -3 =0 Z(xz——)—O 2<x—\/é><x+\/g>=0
2 2 2
3 3
x1= E sz_\/; xzeD

2_
Badajac znak pochodnej d'(x) = = > ® tatwo zauwazy¢ ze mianownik jest zawsze dodatni. Gdy

wezmiemy x < \E to 4x2 < 6 czyli pochodna jest ujemna. Gdy za$ weZmiemy x > \E to 4x% > 6

czyli pochodna jest dodatnia. Z tego wynika ze mamy minimum dla x = \E —B_¥6

V22
\f f Zf \/_ 6 tak wiec P = (ﬁ; 2\/6)

Pozostalo policzy¢ warto$¢ tego minimum czyli minimalng odleglto$¢ prostej od krzywe;.

4 6 6  4x'x+6+6x 4x2+6x+6
dx) =cx+—+c-= =
5 5x

5x

o Dz(f)sf . Sf o Ff fr (12 +VI873) - [Z = (124 V5%) 2 =

+\/— V2 12y2 V108 _ 12V6 K V363 _ 12V6 | 6V3 ﬂ+6=4\/5+6

V253 5Y3  5y3 53 5v3 15 ' 53 5 ' 5 5
Odp0w1edz. Najmniejsza odlegto$¢ punktu P lezgcego na krzywej f(x) = % od prostej y = — %x -2
4V6+6

=12

wynosi



