Czerwiec 2016 rok (poziom rozszerzony)(nowa matura)
Zadania zamkniete
Zad 1. f(x) =3+ 537%| — 1 Wiadomym jest ze dla kazdej funkcji potegowej [tutaj f; (x) = 537* | zbiér
warto$ci to Zw = (0; +00) Mamy tu nastepnie [f,(x) = 3 + 53] wiec caty wykres idzie o 3 w gére i
mamy zbior wartosci Zw = (3; +o0) Potem jest warto$¢ bezwzgledna ktéra w tym przypadku nic nie wnosi
bo i tak zbidr wartosci to byty liczby dodatnie. Na koniec wszystko przesuwamy o 1 do dotu

f(x) = |3 + 57| — 1 wigc ostatecznie Zw = (2; +0) (A)
Zad 2. sin?75° — cos? 75° = —(—sin? 75° + cos? 75°) = —(cos? 75° —sin? 75°) = — cos(2 * 75°) =
— 05 150° = — c0s(90° + 60°) = —(— sin 60°) = sin 60° = g D)

Zad 3. Dane mamy ze <DAC = ¥ABC =«
Natomiast <BAC = <ACD = f jako katy naprzemianlegte i AB||CD

Z tego wynika ze tréjkaty ABC i ACD sg podobne. Tak wiec N
Z== 6x = 120]: 6 x =20

(B)

Zad 4. Jezeli w tym ostrostupie wszystkie krawedzie majg dlugos$¢ a to Sciany boczne sg tréjkatami row-

nobocznymi a wigc wysoko$¢ §ciany bocznej to aT\E Wykonujac przekréj tego ostrostupa wzdtuz wysokosci
$cian bocznych i przez §rodek podstawy mamy tréjkat
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Zad 5. lim,_ % widzimy ze w mianowniku mamy wyzszg potege niz w liczniku czyli jest
to granica jak w przypadku lim,,_, o, % =0 ©

Zadania otwarte

Zad 6. S = 16%1 = 12 gdzie a; = q czyli mamy
1f—q=12 g=(1-¢q)12 qg=12-12q
q+12q = 12 13q = 12[: 13 q == tak wicca; = = ~ 0,9230 -

Odpowiedz: @

Zad7. AUB\ A =B\A czyli> -

2 _21 10

==~ 0,31428 -
7 35 35 35

Odpowiedz: : @

Zad 8. \Ja + b -c + d = +ac + V/bd dla liczb dodatnich a; b; ¢; d :
Liczby sg dodatnie wigc podnoszenie do kwadratu jest operacja bezproblemowa.

J@+tbh) -c+d = (ac+bd)’
(a+b) - (c+d)=ac+2-Vac-Vbd + bd
ac + ad + bc + bd = ac + bd + 2V abcd
ac + ad + bc + bd — ac — bd > 2+abcd

ad + bc = 2vabcd podnosimy jeszcze raz do kwadratu
(ad + bc)? = 4abcd (ad)? + 2abcd + (bc)? > 4abcd




(ad)? + 2abcd — 4abcd + (bc)? = 0.
(ad)? — 2abcd + (bc)? = 0 czyli (ad — bc)? =0
a to jest nieré6wnos¢ prawdziwa jako kwadrat liczby  co nalezato wykazaé.

Zad 9. |x*> —3x+2| > |x—1|
1) ustalmy dla jakich x: x> — 3x + 2 > 0 a dla jakich x> —3x +2 < 0
x2=3x+2=0
A=(-3)2—4-1-2=9-8=1 Vi=1
3-1 341
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2

x?—3x+2>0 dlax € (—oo; 1)U (2; +o0) natomiast x2 —3x+2<O0dlax € (1; 2)
[x2 —3x+2|=x2—=3x+2 dla x € (—oo; 1)U(2; +0o0)
[x2 —3x+2|=—-(x?>-3x+2) dla x€(1; 2)
lx—1]=x—-1 dlax>1
lx —1|=—x+1 dlax <1
teraz przystepujemy do rozwigzywania nieréwnosci dla poszczegdlnych przedzialow:
I) Rozwigzujemy nieréwno$¢ dla x € (—oo; 1)
x2=-3x+2=—-x+1
x2=3x+2+x—-12=0
x2=2x+1>0
A=(=2)2—4-1-1=4—4=0

b 2

Xy =Xy = —=2= 1 Nieréwno$¢ jest spetniona dla x € R ale rozwigzywali$my dla x € (—oo; 1)

czyli mamy x € (—oo; 1)
II) Sprawdzamy nieréwnos¢ dla x = 1
x2—=3x+2=x—1czylil?-3-1+2=>1-1
1-3+2=20 0 > 0 prawda. Nier6wnos¢ spetnionadla x = 1
IT) Rozwigzujemy nieréwnos¢ dla x € (1; 2)
—(x?=-3x+2)=>x-1
—x*+3x—-2—-x+12>0
—x*+2x—1=0
A=22—-4-(-1)-(-1)=4-4=0
X1 =Xy = % = :—; =1 tu galezie wykresu ida do dotu wigc mamy tylko x = 1 ale: 1 € (1; 2)
IV) Rozwiazujemy nieréwnosc¢ dla x € (2; +oo)
x?—3x+2=2x-1
x?—3x+2—-x+1=>0
x*—4x+3=0
A=(-4)2—4-1-3=16—-12 =4 V4 =2
4-2 442 _ 6

2
xlzT:—zl x2: _:3

2 2 2
X €[(—oo; 1)U(3; 4)]N(2; +o0) = X €(3; +)
Odpowiedz: Rozwigzaniem nieréwnosci jest zbior: (—oo; 1) U {1} U (3; +o0) = (—o0; 1) U(3; +0)

Czyli mamy ustalone ze {

2) Prostym jest ustali¢ ze {

Zad 10. a, =4 Apy1 = ap+tn—4

Przeksztalcajac wzor na a,, .4 mamy: a, = a,,; —n + 4 i teraz podstawiajac n = 3 mamy:
a3 =03;,1—3+4=4—-3+4=5 = a; = 5 nastgpnie dlan = 2 mamy:

A, =0y41—2+4=5-2+4=7 = a, = 7 nastgpnie dlan = 1 mamy:
ag=a141—1+4=7-1+4=10 = a; =10

Ustalmy czy jest malejacy

Ciag jest malejacy gdy a,41 —a, <0

Api1—ap=ap+n—4—a,=n—4

n — 4 moze by¢ wigksze lub mniejsze od zera w zaleznosci od n. Dlan > 4 n — 4 > 0 czyli ciag nie
jest malejacy

Odpowiedz: W tym ciggu a; = 10 a ciagg nie jest malejacy .



Zad 11. Rozpatrujemy prostokat BFHD
Tréjkaty DBF i BKS sg podobne. S3 to tréjkaty prostokatne oraz

E
odcinki: KB = %F B z zalozenia BS = %BD - przekatne kwadratu dzielg si¢ na potowyj
Mamy wigc podobienstwo tych trojkatéw w skali %
Punkt O jest srodkiem odcinka DF — przekatne prostokata dzielg si¢ na potowy D
analogicznie punkt P to $rodek odcinka KS.
Tak wigc odcinek BO jest srodkowg tréjkata DBF a odcinek BP srodkowa tréjkata
SBK, oraz BP = %BO czyli BP = %BH co daje nam teze zadania A B
|HP| = 3 - |BP| lub inaczej |BP|:|HP| =1:3 H F
) K
1 1 b B
Zad 12. kx?+(k—1Dx+1=0 k=0 m=—+—

X1 X2
I) Ustalamy kiedy istnieja dwa rézne pierwiastki x;; x, czyli A> 0
A=(k—1)?2—4-k?-1=k?>—-2k+1—4k?=-3k?* -2k +1
Teraz A> 0 czyli —3k? =2k +1>0

Ay=(-2)2—-4-(-3)'1=4+12=16 V16 =4
k, = 2_2(__[;) = :—2 = % k, = 2_2:;) = _% = —1 Mamy do czynienia z parabolg z galeziami w dé6t

i pamietajac o tym ze k # 0, to dwa pierwiastki x;; x, istniejadlak € (—1; 0) U (0 ; %)

IT) Ustalamy jak zmienia si¢ m = xi + xi w zaleznosci od k
1 2

1 1 Xo+Xx
X1 X2 X1'X2
Z . s . _—b _1-k. . _c_ 1
Teraz z wzoréw Viete’a mamy: X, + X1 = 7 = 7, X1 "Xy = z = ﬁ
1-k
Xg+x =z 1-k k?* 1-k
X1'Xp 2z k 1 1
11 1 <2 ;. .. _ 1
IIT) Mamy okresli¢ zbiér wartoéci funkcji f(x) = 2™ = 21k ke(-1;, 0O)u (0; 5)

Policzmy wartosci tej funkcji na koncach przedziatéw
(konce przedziatow nie nalezg do przedziatow wiec i wartosci na koncach tych przedziatow nie bedg nalezaty do zbioru wartosci)

dlak =—-1 f(x) =21k =21"CD =22 =4
dlak=0 f(x) =217k =21"0=21=2

1 2
dak=2f()=2"5=25=Y22=V4
Odpowiedz: Tak wigc zbiér wartoéci funkcji: f(x) = 2™ = 217 to (3\/1, 2)u(2; 4)

Zad 13. (2sinx —3)(2sinx+1) >0 x € (0; 2m)

Jezeli iloczyn ma by¢ wigkszy od zera to sg 2 mozliwosci: Oba nawiasy dodatnie lub oba nawiasy ujemne.
(2sinx —3>0 A 2sinx+1>0) vV (2sinx—3<0 A 2sinx+1<0)

D2sinx—=3>0A 2sinx+1>0

2sinx —3>0][:2 2sinx+1>0][:2

) 3 ) 1

smx—z>0 smx+5>0

. 3 . 1 . L s . 3 . . . .

sinx > 3 sinx > — 5 nier6wnos¢ sin x > 5 hie ma rozwigzania bo |sinx| <1

Tak wigcdla2sinx —3 >0 A 2sinx+1>0 x€0Q
I 2sinx —3<0 A 2sinx+1<0

2sinx —3<0]:2 2sinx+1<0]:2
sinx—§<0 sinx+§<0



. 3 . 1 ., y 3. .
sinx <> sinx < —- nieréwnos$¢ sinx < - jest prawdziwa dlax €R

Wystarczy wiec rozwigza¢ sinx < —% dlax € (0; 2m)
7 11

. 1
sinx =—- = X1 =-T Xy, =—Tm
2 6 6

o . . . e . 7 11
Odpowiedz: Rozwigzaniem nierownosci jest przedziat x € (g TT; ?n)

Zad 14. b_—azlczylig—zzl B
c 2 c ¢ 2 c
Teraz stosujac definicje funkcji trygonometrycznych w tréjkacie mamy:

. 1
COSCZ-SII’lO(:E

doktadajac do tego jedynke trygonometryczng mamy uktad rownan: b g
{cosa —sina =%
sin®a + cos?a =1
sina = cosa — =
N2 1 teraz rozwigzujemy Il rownanie
(cosa _E) a+cosla=1
cosza—cosa+%+cosza =1
2cos?a — cosa — Z = 0 podstawmy cos @ = x 1 otrzymujemy
2x2 —x—2=10|-4
8x2—4x—-3=0
A= (—4)>—-4-8-(-3) =16+ 96 = 112 V112 =167 = 4V7
4-47  4(1—7)  1-7 4+47  4(1HVT7) 147
xl = = = < O xZ = = =
2-8 16 4 2-8 16 4
X, = 1_7\/7 < 0 nie spetnia warunkow tego zadania gdyz w trojkacie prostokatnym funkcje trygonometrycz-
ne s3 dodatnie.
Wiadomym jest ze sina = % = cos f§ czyli mamy:
1+V7 1 147 1 147 2 —1+V7
gdy cosex =——tocosff =cosq@ —=-=———=-= —=-=
4 2 4 2 4 4 4
Odpowiedz: Kosinusami katéw ostrych w tym tréjkacie sg liczby: cosa = 1+Tﬁ ; cosf = _1:\/7

Zad 15. Wsréd 10 cyfr mamy 5 cyfr parzystych {0; 2; 4; 6; 8}1i5 nieparzystych {1; 3; 5; 7; 9}
W szukanej liczbie pigciocyfrowej ma by¢ 3 cyfry nieparzyste wigc 2 parzyste
I) Obliczymy ile moze by¢ takich liczb nie uwzgledniajac faktu ze na poczatku nie moze by¢ zero (traktuje-
my tu wszystkie cyfry jednakowo).
W konkretnej liczbie dla liczb nieparzystych wybieramy 3 miejsca z 5 (dla parzystych 2 z 5). Ta czynnos$¢

. . . 51 45 20
moze by¢ wykonana na (g) = (;) sposobow. (g) e e 10
Teraz z 5 cyfr nieparzystych tworzymy ciagi 3 cyfrowe (cyfry moga si¢ powtarzac) jest to wigc wariacja z
powtoérzeniami. Analogicznie z 5 cyfr parzystych tworzymy ciagi 2 cyfrowe zgodnie ze wzorem na wariacje
z powtdrzeniami. Mamy wiec: 10 - 53 -52 = 10-5°% = 10 - 3125 = 31250.
IT) Teraz trzeba policzy¢ ile jest tak utworzonych liczb z zerem na poczatku, ktére trzeba od poprzedniego
wyniku odjac.
Mamy ustalone zero na poczatku liczby pigciocyfrowej. Na pozostatych czterech miejscach sg 3 cyfry nie-
parzyste i jedna parzysta. Aby na 4 miejscach do wypetnienia zapisa¢ 3 cyfry nieparzyste i 1 parzystg to
mozna tego dokonac¢ na 4 sposoby co do wyboru gdzie parzysta a gdzie nieparzysta (g) = (‘D = 4. Teraz

miejsca przeznaczone dla nieparzystych wypetniamy3 cyframi z 5 nieparzystych na 5% sposobéw i jedno
miejsce dla parzystych na 5 sposobéw. Mamy wiec 4+ 535 = 4-5% = 4625 = 2500

Ostatecznie 31250 — 2500 = 28750

Odpowiedz: Liczb pigciocyfrowych w ktérych wystepuja 3 cyfry nieparzyste jest 28750.



Zad 16. A= (-7; -2) B = (4; —7) wierzcholki tr6jkgta r6wnoramiennego AB — podstawa
2x + 19y + 52 = 0 prosta ng,ktérej lezy wysokos¢ tréjkata AD opuszczona na bok BC

B
przeksztalcimy réwnanie prostej 2x + 19y + 52 = 0 do postaci kierunkowe;j.

19y = —2x — 52|: 19 y=- %x — i—z Na prostej tej lezy wysokos¢ AD wiec prosta na ktorej
lezy bok BC jest do niej prostopadta. Wspétczynnik kierunkowy prostej BC a = ? (— % : ? = —1)
Prosta BC ma wigc posta¢ y = ?x + b i lezy na niej punkt B = (4; —7)

~7="4+b =  —7=38+b = b= —45
y = ?x — 45 - prosta na ktérej lezy bok BC.

W takim razie punkt C ma wspétrzedne (x; y) = (x; ?x - 45)

Punkt C jest wierzchotkiem tréjkata rownoramiennego wiec AC = BC.

Ten fakt mozna wykorzysta¢ na 2 sposoby. Stwierdzamy ze odcinki AC 1 BC sg réwne 1 korzystamy ze
wzoru na dlugo$¢ odcinka lub tez stwierdzamy ze C jest srodkiem okregu na ktérym lezg punkty A i B.
Skorzystamy tu ze wzoru na okrag o srodku w punkcie C z punktami A i B na okregu.
(x—a)*+ @ —-b)*=r?

(=7 —x)?+ (=2 — 9,5x + 45)% = r? Do réwnania okregu stawiony punkt A = (=7; —2)

(4 —x)?+ (=7 — 9,5x + 45)? = r? Do réwnania okregu stawiony punkt B = (4; —7)

Poréwnujac te r6wnania ze sobg mamy:

(-7 —x)*+(-2-95x+45)?2 = (4 —x)? + (=7 — 9,5x + 45)? czyli

(7+x)?2+ (43 -9,5x)?2 = (4 —x)? + (38 — 9,5x)?

49 + 14x + x? + 1849 — 817x + 90,25x% = 16 — 8x + x? + 1444 — 722x + 90,25x2

widzimy Ze x? sie redukuje

14x — 817x + 8x + 722x = —49 — 1849 + 16 + 1444

—73x = —438|: (—=73)

x=6 y==6—45="57 — 45 =12 C=(6 12)

Odpowiedz: Wspétrzedne wierzchotka C tego tréjkata wynosza (6; 12).

Zad 17. Py, = 2mr? 4 2nrh = 2n(r? + rh) = 21 pole powierzchni catkowitej walca.
2

Jezeli 2m(r? + rh) = 2mtor? +rh=1czylith=1—1r? h=

Mamy wzor na objetos¢ walca:

1-12
V=nr2-h=nr2( .

1-r

r

) = rr — r3 Otrzymali$my wz6r na objeto$é walca jako funkcje zmiennej r

2
V(r) =nr —mrs r € (0; 1)gdybyr>1t0h=1rr <0

Musimy wiedzie¢ ze zadna z wielkosci jak promien wysoko$¢ i objetos¢ nie moze by¢ ujemna
V'(r) = — 3nr?
m — 3nr? = 0 szukamy dla jakiego r funkcja moze mieé¢ ekstremum

1 1 V3 1 V3
3nr? = n|: 3w = ri== = r=—== V rm=e—=-X
| 3 1737 3 2 V3 3

. e V3 .
Teraz trzeba si¢ upewni¢ ze dlar = 5 mamy maksimum

<0¢D



2

dlar <2 r2<(ﬁ) =Ziwtedym —3wr2 >0
3 3 ) 3

dlar > r2>(ﬁ) =2iwtedym — 312 <0

3 3 3

Mamy po lewej stronie pochodng dodatnig a po prawej stronie r = g pochodng ujemng wigc maksimum.

V3 _ .(ﬁf _Br_ 3 _33r _ \3n _ 2/

3 3 3 27 9 9 9

Odpowiedz: Walec o polu powierzchni catkowitej réwnej 2z, ma najwigksza objetos¢ gdy promien podsta-
\/§ .. . ., 2«/511

wyr=-— Ta najwigksza objetos¢ V = 5

Vir)=nr—mnr3=m-




