Maj 2016rpoziomrozszerzon

Zadania otwarte

Zad . (2V3x+4y) = (2v3x)" +3(2V3x)" - 4y + 3-2v3x - (49)% + (4y)°

tak wigc 3 - 2v/3x - (4y)? = 6/3x - 16y? = 96+/3xy? (C)
Zad 2. 6x3+ 3x? — 5x + p podzielny przez x — 1 Tak wiec dla x = 1 warto$¢ wielomianu ma byé

réowna06-13+3:12=5-1+p=0

6+3-5+p=0

44p=0 = p=-4 (D)
Zad 3.
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Z wykresu mozna zauwazy¢ ze po jednym rozwigzaniu jest tylkodlap=0lubp =2 B)
Zad4. f(x) =22
¢ . * _( x22+4) 2 2 2
' _ 3(x°+4)-2x(3x-1) _ 3x°+12—-6x°+2x _ —3x°+2x+12
f1e0) = (x2+4)? N (x2+4)2 T (x2+4)2 (A)
2 3 3.6,
Zad 5. lim,_, w = lim % = -2 Dalsza cze$¢ rozwinigcia licznika nie ma wptywu na
5né—-4 n-ooo 5n%-4 5
granice wiec mamy ze p3 = —8 = p=-—2 (D)

Zad 6. A = 7400 — osoby popierajace budowe

B = 3000 - mezczyzni
AN B = 2260 — me¢zczyzni popierajacy budowe
Q = 10000
P(B) = % = % prawdopodobienstwo ze wybrana osoba jest m¢zczyzna.
PlAnE) =220 _ 226
10000 1000
P(A|B) = P(AnB) _ @ _ 22610 _ 226 _ 0,7533 ---
P(B) = 10003 300

Odpowiedz w kratki trzeba wpisa¢ cyfry 753.

— " — — 2 a2 (Zx__1371)2 1 :
Zad7. an = (2x—371) M= 27 (2x—371) 1= = 2 T W zadaniu mamy
dodatkowe utatwienie ze wyrazy ciagu sa dodatnie czyli g > 0 wigc wystarczy zatozy¢ ze ¢ < 1
aby szereg geometryczny byt zbiezny o < 1
1<2x—-371
—-2x<-371-1

—2x < =372: (=2)
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x > 186
Odpowiedz x = 187 jako najmniejsza z liczb spetniajacych nieréwnos¢
Zad 8. Jezelix*+y?>=2tox+y <2

+y =2

T
¥4 z:y

Korzystajac ze wzoru na réwnanie okregu x% + y? = r2, réwnanie x? + y2 = 2 opisuje okrag o
promieniu 7 = /2 i §rodku w punkcie (0; 0). Prosta o réwnaniu x + y = 2 jest styczna do tego
okregu w punkcie (1; 1) Aby to potwierdzi¢ rozwigzmy uktad réwnan
{xz +y2=2

X+y=2 = y=2-x
x4+ @2-x)2=2
x2+4—4x+x2=2

2x2—4x+4-2=0

2x2 —4x+2=0]:2
x2-2x+1=0

x—1)2%=0 = x-1=0 = x=1 = y=2-1 = y=1
Otrzymali$my ze dla (1; 1) Jezelix? +y?> =2tox +y = 2
Pozostata czes¢ okrggu lezy po jednej stronie prostej x +y = 2
Nalezy jeszcze rozstrzygnaé po ktdrej stronie prostej x + y = 2 lezy okrag x? + y? = 2 Wezmy
punkt (0; 0) - $rodek okregu. Spetnia on nieréwno$¢ x +y < 2 bo 0 + 0 < 2 Tak wigc calty okrag
musi spetnia¢ tg nieréwnos$¢ i leze¢ po tej same stronie prostej x +y = 2

Zad 9.
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Udowodni¢ ze: [MN| = |AD| czyli r + y = r + x Lub prosciej udowodnié¢ ze x = y
Odcinki MD = DE = x — odcinki styczne do okregu
DE = BN = x — tréjkaty ADB i BCD i1 wpisane w nich kota s3 przystajace
Tréjkaty BNF i NES sg przystajace bo sg prostokatne SE = r — prostopadty do stycznej BD jak réw-
niez NF =r — prostopadty do AB jako réwnolegly do SG. Trdjkaty te maja tez wspdlny kat ostry o
gdyz odcinki AB i MN sg rownolegte. Tak wigc BN = x (przeciwprostokatne) w tréjkacie BFN
rowna si¢ SN =y (przeciwprostokatne) w trojkacie NSE. x =y czylix+r=y+r MN = AC

Zad 10. f(x) =x—2 g(x) =5 — ax jezeli funkcje majg si¢ przecina¢ to f(x) = g(x) czyli
x—2=5—ax
xX+ax=5+2
x(14+a)=7



7 7 7  2(1+a) _ 7-2-2a _ 5-2a
X =— y:x_z y=__2=__ — —
1+a 1+a 1+a 1+a 1+a 1+a
( 7 . 5-2a
1+a’ 1+a
Teraz trzeba ustali¢ dla jakich a te wspétrzedne bedg dodatnie.

ﬁ>Ooczywiécie7>0wi@cl+a>0 = a>-—1

) - wspoélrzedne punktu przeciecia wykresow funkcji.

51_+2; > 0 Juz mamy ze a > —1 wigc mianownik jest dodatni. Wystarczy wigc rozwigzac
5—-2a>0
—2a > —=5[: (=2)
a< g Biorgc cze$¢ wspdlng obu warunkéw otrzymujemy a € (—1 ; g)
2cosx—V3

Zad 11. <0 dlax €(0; 2m)
Cos“ X

cos? x jako kwadrat jest liczba nieujemng trzeba ustali¢ tylko kiedy wynosi zero i te x wykluczyé
ze zbioru rozwigzan:
cos’x=0 = cosx=0 = x=§+2anx=37”+2k7r

3n

Tak wigc w przedziale dla x € (0; 2m) to bedzie x = g lub x = Y

2cosx —V/3<0
2 cosx < /3]:2
11

cosx < ? w przedziale dla x € (0; 2m) mamy rozwigzanie x € (% ; —n)

6
. , T T T 3T 3T 11
Odp0w1edz X € (E' E) V) (E' 7) V) (7, ?T[)
Zad 12. f(x) = x*> +2(m + 1)x + 6m + 1 mamy rézne x;; x, takie ze |x; — x| < 3

DA=(2m+2)>—4(6m+1) >0 A> 0 aby istniaty dwa rézne pierwiastki

4m2+8m+4—24m—-4>0

4m? —16m > 0|:4

m?—4m >0

mim—4)>0

Pierwiastkim; =0 V my, =4 me€ (—o; 0)U(4; +x)

2) Pierwiastki majg by¢ tego samego znaku czyli x; - x, = 2 >0

6”;“>o — 6m4+1>0

em > —1
m > —% czylim € (—%; +00)
3) Pierwiastki spetniajg warunek |x; — x,| < 3 Obie strony sg dodatnie wigc podniesienie do kwa-
dratu nie zmienia nierdwnosci
(x, —x2)* <9
xlz - 2x1x2 + sz < 9
X%+ x5 — 2x,%, <9
[korzystajac faktu ze (x; + x2)% = x1% + 2x1%5 + %% 10 %12 + %52 = (%1 + x3)? — 2x1%,]
(1 + x3)% — 2x0%, — 221X, <9
(xl + xz)z - 4x1x2 < 9
Korzystajac ze wzoréw Viete’a x; + x, = —Z = - ZTTZ =—-2m—2o0razx; " x, = 2 =6m+1
(-2m—2)?—4(6m+1) <9
4m2+8m+4—24m—4<9
4m? —16m—-9<0
A= (—16)2 —4-4-(-9) = 256 + 144 = 400 V400 = 20
_16-20 _ -4 _ 1 _ 16420 36 _9_ ,¢

m - —__:_05 m, = = —_—= -
1 8 2 ’ 2 8 8 2

8
m € (—0,5; 4,5)
Odpowiedz: Czes¢ wspdlna 15 25 3 to: x € (—%; 0) U (4; 4,5




Zad 13.

A =(30; 32) B =(0; 8).Czworokat ABCD wpisany w koto. Prosta x —y + 2 = 0 jedyna o$ sy-
metrii czworokata zawierajgca punkty A i C

x—y+2=0czyliy=x+2

Jezeli jest to 0§ symetrii to punkt D lezy symetrycznie do punktu B wzgledem niej. Trzeba wyznaczy¢
prostopadta do niej przechodzacg przez B. Mamy y = x + 2 a; = 1 dla prostopadtej a, = —1 Prosta
prostopadta przechodzgca przez B ma posta¢ y = —x + b oraz B = (0; 8) mamy wiec 8 = —1-0 +
b = b=8

y = —x + 8 prosta na ktdrej leza punkty B oraz D

y=x+2

y=—x+8 aby wyznaczy¢ $rodek odcinka BD

Rozwigzemy uktad réwnan {

XxX+2=—-—x+8

2x=6 = x=3 = y=x+2 = y=5 S§=(3; 5)
teraz korzystajac ze wzoru na srodek odcinka mamy O;r—x =3 = x=6
8+y

725 = 84y=10 = y=10—-8 = y=2

D=(6; 2)
Czworokat ABCD mozna wpisa¢ w koto wigec suma katéw przeciwlegtych wynosi 180°. Prosta AC jest
osig symetrii wiec katy przy wierzchotkach B i D muszg by¢ réwne i po 90°. Mamy wigc ze proste AD i
DC sg prostopadte.
Wyznaczmy wsp6tczynnik kierunkowy prostej AD A = (30; 32) D =(6; 2)

32-2 30 _ 5

30-6 24 4
Prosta CD ma jako do niej prostopadta ma wspétczynnik kierunkowy a = —% wiec ma postac y =

—%x + b i przechodzi przez D = (6; 2)
2=—2-6+b
2=-24b=b=2+2=b=2=68 ProsaCDy=—Zx+=

Aby wyznaczy¢ wspoétrzedne punktu C trzeba rozwigza¢ uktad réwnan
{y =x+2

y=—§x+ﬁ

_(8_ 14)
T \3’ 3



Zad 14. Liczba dziesi¢ciocyfrowa. Cyfry to 1; 2; 3. Liczbe 10 cyfrowa wyobrazmy sobie jako 10 pdl do
wypelnienia.
1) Zajmiemy si¢ rozmieszczeniem trzech jedynek. Jedynki te sg oczywiscie nierozréznialne (inna
by byla sprawa gdyby byty r6znokolorowe) Rozmieszczenie tych trzech jedynek w trzech z 10

miejsc tej liczby to tak samo jak wylosowanie grupy 3 os6b z 10 osobowego zbioru. Mamy wigc
. . (3 10! 10! 8910 _ 4-3-10
kombinacje (10) T 3r(0-3)  3t7l 123 1 120
2) W pozostatych 7 miejscach rozmieszczamy dwdjki badz tréjki. Jest to zadanie rownowazne 7
rzutom monety. Innymi stowy jest to wariacja z powtérzeniami zbioru dwuelementowego {2; 3}
w wyniku ktérej otrzymujemy zbiory 7 elementowe. Mamy wiec liczbe takich wariacji 27 = 128
Odpowiedz: A = 120 - 128 = 15360
Zad 15.

E
1 ()
A D . 30 B
aV2
Krawedz podstawy |AB| = a Przekatna podstawy BD = av2 tak wiec BF = %ﬁ
a2 V3 a2 av2 a6
o2z v3_ 2 . — — &2 — 6
cos30°=-2 = T=21 = V3:-BE=aV2 = BE="; = BE=-
> B
x= |25+ @ a6 a
BE=5
B -2 G E C
BG =5 3

Z tréjkata FBS wyznaczamy wzér na krawedz boczng SB. Z twierdzenia Pitagorasa mamy:
w7\
52 + (=) =x?
) |

x2:25+— — x2:25+a?

SB=x= /25+""2—2

Teraz zauwazamy ze tréjkaty SGB lub SGC oraz BEC sg podobne. Sg to tréjkaty prostokatne oraz
maja jeden kat ostry wspdlny np. przy wierzchotku C taki sam jak przy wierzchotku B — kat krawe-
dzi bocznej z krawedzig podstawy.

Przed zastosowaniem podobienstwa tych tréjkatow wyliczymy z Twierdzenia Pitagorasa wzér na

2
odcinek EC y? + (%g) = a?

6a? 2a? a?
y2=a2—9 = y2=ai- — y2 =L

R e
EC—y—a\/;— .



Z podobienstwa tych trojkatéw mamy:

25+7 a

sB_BC .. _a
5c  cg M ]
2 3
2= “‘F 25+
2
2 2 4
/“ 25+ /a— 25+ = - B,
3 2 3 6
4
po podmes1emu do kwadratu mamy - = = 2 += mnoza}c przez 12 otrzymujemy

3
3a* = 100a? + 2a* = 3a*-— 2a4 = 100a = a* =100a?

mozna to podzieli¢ przez a? i otrzymamy
a’ =100 = =+/100 =10
V=2a*h=3;-100-5 _52"

Odpowiedz Objetos¢ ostrostupa wynosi Sgﬂ

Zad16. y=2-1x*A=(-2 0) B=(2 0) C=(x 2-32?)
P = %(a + b)h - pole trapezu
a = 2 — (—2) = 4 - podstawa dolna trapezu
b = x — (—x) = 2x - podstawa gérna trapezu
h=y=2- %xz - wysoko$¢ trapezu

P(x) = %(4 + 2x) (2 - %xz) x € (0; 2) patrzac na rysunek widzimy ze tylko takie x daje pole wigksze od zera
P(x)=(2 +x)(2 —%xz) =4 —x? +2x—§x3

P(x)=-— %x3 — x% + 2x + 4 Pole trapezu jako funkcja zmiennej x

P'(x) = —%xz —2x+2

— %xz — 2x + 2 = 0 Badamy dla jakiego x pole przyjmie warto$¢ ekstremalng

A=(—2)2—4-(—§)-2=4+12=16 V16 = 4

2—4 2 2+4 6
x1=_—3=§ \'% _—=_—3=—2 x, €D

dlax<§czylidlax€( )mamyP(x)>0in(0)—2

dla x > gczyli dlax € (5, 2) mamy P'(x) < 0np. P'(1) = _E
Jest to wiec maksimum. Obliczymy wspétrzedne punktu C

2 1 (2)? 1 4 2 16
x=% y=2-;(3) =2-3:5=2-:=7

Odpowiedz: Punkt C ma wspdéirzedne C = (2, %)





