Listopad 2015 rok (poziom rozszerzony)
Zadania zamkniete

Zadl. f(x)=|x+3]+5
|x + 3| z faktu Ze to warto$¢ bezwzgledna jest nie ujemne a gdy dodamy 5 to nie ma mozliwosci aby

0siagna¢ 0 (nie ma miejsc zerowych) (D)
V2 V3 1 V2 _V6-V2 (D)

Zad 2. sin 15° = sin(45° — 30°) = sin45° - cos 30° — sin 30° - cos 45° = = 3 T3 3 Z
Zad 3. f(x) = %xs —%x“ +§x3
f'(x)=5 -%x“ —4-%x3 +E’>-§x2 =x*—2x3+x?=x?(x? - 2x+1) = x*(x — 1)?
Gdyby badaé¢ x2(x — 1)2 =0 to x;, =0 x, = 1 Punkty te jednak nie s ekstremami
lokalnymi a tylko punktami przegiecia bo jak widzimy pochodna funkcji f'(x) = x?(x — 1)? to
kwadraty dwoch liczb czyli jest nieujemna dla wszystkich x € R Z tego wynik ze funkcja to nigdzie
nie jest malejaca i nie ma ekstremum D)
Zad 4. Trzeba policzy¢ pole tréjkata DBE o bokach dtugosci jak na rysunku. E S
Aby to zrobi¢ trzeba policzy¢ wysokos$¢ tego trojkata

2 2 av3, a3 )
2 () - () R c
- ’A‘
a

2 _e _ & =2
h* = 4 4 42\/_ h_z av2
1 a a“v2
P=zav2-5== A
(©)
a1:4’
Zad 5. Ciag okreslony rekurencyjnie { _ 3ap-n
An+1 = —,
4 - 3, B, 2
3293 8712 75
G=— =TT (D)
Zad 6. A= (5; 2) B=(1;, —3) C =(—-2; —-8)

~8-(-3)

Prosta BC a = =2 = == 2 Mamy prosta y = gx + b wstawmy tu punkt B = (1; —3)

Ax -2-1 -3
-3 = g 1+b b=-3- g = —4§ Prosta BC y = gx - 42 Przeksztal¢émy wzoér do postaci ogélnej
y=2x—42|-3 3y = 5x — 14 Sx —3y—14=0
[5-5—3-2—14| |25-6—-14] 5 5v34
= \/52+(_3)2 = JZ559 = ﬁ = ? =~ 0,85749
Odpowiedz:
Zad 7. Najmniejszy kat lezy naprzeciwko najmniejszego boku - 0

Z twierdzenia kosinuséw mamy: 8% = 102 + 122 —2-10-12 - cosa
64 = 100 + 144 — 240 cos o a
240 cosa = 244 — 64 240 cos a = 180]: 240 12
cosa = — =3 Teraz z jedynki trygonometrycznej sin? @ = 1 — (5)2 =1-—>=L

24 4 4 16 16

V7 __ 2,64575

sina = |~ = = 0,6614 ..
16 4
Odpowiedz @ |§|
2_
Zad 8. f(x) = ;_i
, _ 2x(x?-4)-2x(x2-1) _ 2x3-8x-2x3+2x _  -6x
FO ="y = e G

_ﬁ)2_4)2 T (7-92 7 32 9
Odpowiedz: |§|

F1(=7) = (‘6‘(‘“7) = T =0 - 0T - 27 1,763834 ..



2+4+6+-+2n
11n2-1

Zad 9. lim,,_,, W liczniku mamy cigg arytmetyczny a; = 2; a, = 2n wigc jego suma to:

2+2n 2(1+n) .
Sp=——n= n =n(n+ 1) tak wigc mamy:
. 24+4+6+-+2n . n(n+1) . n?+n 1
lim,, o, ————— = lim = lim =— = 0,0909 ...
11n2-1 n—oo 11n2-1  pooo 11n2-1 11

Odpowiedz: |§| @ |§|
Zad 10. x* + 7x + 4 mamy obliczy¢ sume sze$cianéw pierwiastkéw czyli x3 + x5
Korzystajac ze wzoru (a + b)3 = a3 + 3a?b + 3ab? + b® mamy:
a3+ b3 = (a+ b)) — 3a?b — 3ab?
czyli x3 + x5 = (x1 + x,)3 — 3x%x, — 3x,x% = (%1 + %)% — 372, (%1 + x3)
Teraz korzystajac ze wzoréw Viete’a mamy: x;x, = 2 =4 X1 +x, = _7 =-7
X343 =(=7)3—3-4-(—7) = —343 + 84 = —259
Odpowiedz: |§|

Zad 11. Jezelilog,, 6 =a  tologg 256 = 4(1-a)

a
Wprowadzmy przeksztalcenie: jezeli log,, 6 = a
logys24

logz4 6
logg 256 = logg 4* = 4loge 4 = 4(log6%) = 4(logg 24 — loge 6) = 4(2— 1) = 4(1—5) = 4.0 200

a a a

tologg 24 = i (zgodnie ze wzorem na zamian¢ podstawy logarytmu)

co nalezato wykazaé.

Zad 12. x*> — 6x + y? + 10y = 0 okrag, wyznaczy¢ styczng prostopadig do 3x — 4y +5 =0
x%? — 6x + y* 4+ 10y = 0 — réwnanie okregu w postaci ogdlnej, wiec w postaci kanonicznej przyjmie
posta¢:x? — 6x + 9 + y? + 10y + 25 — 10 — 25 = 0 czyli:
(x —3)? 4 (y 4+ 5)% = 34 okrag o érodku S = (3; —5) i promieniu r = /34
teraz trzeba zapisa¢ réwnanie prostej prostopadtej do 3x —4y +5 =0
Z prostopadtos$ci prostych w postaci ogélnej mamy: A4, + BB, = 0 Warunek bedzie spetniony gdy
Np. przyjmiemy A, = 4 B, =3 3:4—-4-3=0
Prosta prostopadta do danej ma posta¢ 4x + 3y +C =0
Trzeba teraz skorzysta¢ ze wzoru na odlegtos¢ punktu od prostej. Odlegtos¢ tej prostej od srodka
okregu S = (3; —5) musi wynosié r = /34

_ [4343(-5)+C| _ l12-15+C| _
d="Tmm — V34 Tiero — V34
o yvzm = |c-3]=5V34
C —3 =534 Vv C—3=-5V34
C, =3 +5V3% C, =3 —5V34

Odpowiedz: proste spetniajace warunki zadania to 4x + 3y + 3 + 5v34 = 0
oraz 4x + 3y +3 —5V34 =0
Zad 13. f(x) =x>+ (m+2)x+4 {x;; (m+5); x,}-ciag geometryczny
I Funkcja jest kwadratowaboa =1 # 0
NA=(m+2)?—4-1"4=m?>+4m+4—-16=m? +4m — 12
A> 0 aby miejsca zerowe istniaty i byty ré6zne
m?+4m—12>0
A=4%—4-1-(-12) = 16 + 48 = 64 V64 =8
-4-8 -448 _ 4
m =— =—6 mp; =— 2522
me (—o; —6) U (2; +x)
III Liczby: {x;; (m+5); x,} maja tworzy¢ cigg geometryczny

. . . ;s a a . .
W ciagu geometrycznym zachodzi zaleznos$¢ a—z = a—3 czyli a, * a, = a;a; Mamy wiec
1 2

. c 4
(m + 5)% = x; - x, Z wzoru Viete’a x; * X, =-=-=4



(m+5)?%=4 = m+5=2 % m+5=-2

my = —3 sprzeczno$¢ zm € (—o0; —6) U (2; +o0)
m, = -7
Odpowiedz: Jest jedno rozwigzanie dlam = —7
Zad 14. Przyjmijmy |AB| = a |BD| = 2a cDl = h =22

p _1aa\/§_a2x/§
ABC_Z 2 - 4

a’y3 _ a*J3
4 32
WprowadZzmy jeszcze oznaczenia BE =x ED =y

Oczywiste jest ze w tréjkacie DBE «DBE = 60° jako kat tréjkata ABC

el BT

oraz zgodnie z zalozeniem zadania Pgpp =

A
. . .y 1 .
Mozna wigc zapisaC Pgpp = 3 BD - BE - sin 60°
. 11 V3 _ axv3 . , .
czyli Pgpg = S A X == Mamy wigc rOwnanie
3 2\3 2y3
ax8f=a3;/_|-8 = ax\/§=%|:a\/§ = x=%
Teraz korzystajac z twierdzenia cosinuséw mamy:
2 2
1 1 1 1
y2=(—a) +(—a) —2->a--a-cos60°
12 1 * 1 12 1 * 1 1 3
y*=-a*+—a*—-a* -=-a*+—a*—-a*=—a’
4 16 4 2 4 16 8 16
3 3 . P . , 1 1 3
Y= 1 a? = % Tak wigc tréjkat BED ma boki dtugosci: PRI Y %

Latwo wykazac zZe jest to trojkat prostokatny stosujgc twierdzenie odwrotne do Twierdzenia
2 2 2

Pitagorasa. (% a) = G a) + (aT\/E)

Za2 = a2 4+ 2 g2

4 16 16

Mamy wigc tréjkat prostokatny w ktérym jeden z katow ma 60° wiec drugi kat ostry ma 30°

Odpowiedz: Kat EBD = 30°

Zad 15. sin2x + cos 4x = 0 zastosujmy wzor cos 2x = 1 — 2sin? x podstawiajac zamiast x, 2x
mamy: cos 4x = 1 — 2 sin? 2x Mamy zatem:
sin2x + 1 — 2sin? 2x = 0 czyli —2 sin? 2x + sin 2x + 1 = 0 Mamy wiec réwnanie kwadratowe i
robimy podstawienie sin 2x =t co nam daje
-2t +t+1=0

A=12—-4-(-2)-1=1+8=9 V9 =3

-1-3 _ -4 -1+3 2 1
tl_Z'(—Z)_—_4_1 tz— 2 —_Z—_E tl,tze(_l, 1)
Lsin2x=1 2x=§+2k7r x1=%+k7r
II. sin2x=—% 2x=£n+2kn \Y% 2x=%n+2kn

x2=ln+kn x3=En+kn
12 12 : u
Odpowiedz: Réwnanie ma trzy rozwigzania: x; = % +km;,  x, = LTt km; X3 =M+ km
Zad 16. WalecV = n(dm3) V = mr?h wyznaczmy ze wzoru h
14 s 1

2 w2 r2
Mamy obliczy¢ najmniejsze pole powierzchni tego walca
P,. = 2mr? 4 2nrh
Py = 21r? + 2mr = = 2mr? + 2%

r T

OtrzymalisSmy wzor na pole powierzchni jako funkcje jednej zmiennej r

P(r) =2nr? + 27n funkcja jest okreslona dla dowolnego r dodatniego D = R,

21

P'(r) = 4mr ——



Aby okresli¢ dla jakiego r pole powierzchni jest najmniejsze obliczymy P'(r) = 0
Amr — i—z =0|-r?

4nrd — 2m = 0]: 2m = 2r3—1=0

2r3 = 1|:2 = rd== = r=gs

Gdyr < %tor3 =ﬁ<%czyli 2r3<1codajeze2r3—1<0

Natomiast dla r > % bedzie odwrotnie i otrzymamy 2r3 — 1 > 0

Mamy wigc minimum lokalne dla r = % oraz h = riz = 3%22 =4

P = 2mr? + 2mrh = 2mr(r + ) = 27 - 5= (7= + VA) = 2% ﬁ o i/‘—;’i§
2m2 = 273:/_1_ +2mV2 = anv_ +2nV2 = nV2 + 212 = 37T§/_

Odpowiedz: Najmniejsze pole powierzchni tego walca jest dla 7 = ==i h = V4 i wynosi 3mV2.

\/_

Zad 17. 1urna 3 kule biate i 7 czarnych
IT urna 5 kul biatych i 4 czarne.

A) I etap: losujemy jedna kul@ z I urny 0=3+7= 10
A — wylosowana kula biata B; = 3 P(B,) =

B — wylosowana kula czarna B, = 7 P(By) = E

B) 11 etap wylosowana kula wtozona do II urny i losujemy 2 kule:

a) — to byta kula biata czyli w urnie II jest 6 kul biatych i 4 czarne — razem 10
_ (10) =10 _ %10 _ 4c

“\2/) a8 12

A=(0)= 8 =56

A= (2) o214l 12 15

Obliczamy prawdopodobienstwo warunkowe wylosowania 2 kul biatych pod warunkiem ze w |

losowaniu zostata wylosowana biata i przetozona do II urny:
15 1
P(A|By) = - =3

b) to byta kula czarna czyli w urnie II jest 5 kul biatych i 5 czarnych — razem 10 kul

]|

= (120) - 21'08" - 91120 =45
A= ()- - t-10

Obliczamy prawdopodobieﬁstwo warunkowe wylosowania 2 kul biatych pod warunkiem ze w |

losowaniu zostata wylosowana czarna i przetozona do II urny:
10 2
P(A|B) = - =3
Teraz obliczamy prawdopodobienstwo catkowite:
23

1 14 9 14
P(A) = P(A|By) - P(By) + P(A|B3) - P(Bz)—g R"‘; 5=5+g=;+;=;

Odpowiedz: Prawdopodobienstwo ze z Il urny wylosujemy 2 kule biale wynosi g.

Zad 18. a; a+r; a+ 2r -dane trzy liczny tworzace cigg arytmetyczny

a—1, a+r+15 a+ 2r+ 37 ciag geometryczny, czyli mozna zapisa¢ ich zalezno$¢:
a+r+15  a+2r+37

a-1  a+r+15
Mamy tez podang sum¢ a + a +r +a + 2r = 63 czyli 3a + 3r = 63
Jest wiec do rozwigzania uktad réwnan:

{Sa + 3r =63|:3

a+r+15 _ a+2r+37

a-1 a+r+15

at+r=21
{(a+r+15)(a+r+15)=(a—1)(a+2r+37)



r=21-a
(a+21—-a+15)(@a+21—-a+15) =(a—1[a+ 221 —a) + 37]

r=21-—a
36:36 =(a—1)(a+ 42— 2a+ 37)
r=21-—a

1296 = (a — 1)(—a + 79) rozwigzuj¢ teraz Il r6wnanie:

1296 = —a? +79a +a — 79
a’?—80a+ 1296 +79=0
a’? —-80a+1375=0

A= (—80)2 —4-1-1375 = 6400 — 5500 = 900 V900 = 30
80-30 _ 50 80+30 _ 110
n=21-25=-4 r, =21 —-55=-34
. , . . fa=25 a=1>55
uktad réwnan ma dwa rozwigzania {r —_4 lub {r — _34

Zadanie ma 2 rozwigzania:

ILLdlaa =25; r=-—4 mamy liczby: 25; 25—-4=21; 25-8=17

ITdlaa =55, r =-34 mamy liczby: 55; 55—-34=21; 55-68=-13
Odpowiedz: Liczbami spetniajacymi warunki zadania sg 25; 21; 17 lub 55; 21; —13.



