Czerwiec 2015 rok (poziom rozszerzony)(nowa matura)
Zadania zamkniete
Zadl a,,1=a,+n—6czyliaz=a,+2—-6 = a; =a, — 4

Stad —a, = —a; — 4 = a, =az +4 = a,=—-1+4=3 (D)
Zad2. y =—x+1 y = log, x

Wykresy takich funkcji przecinajg sie¢ w jednym punkcie P = (1; 0)

Punkt ten lezy na prostej y = —x + 1 0=-1+1

Lezy on tez na wykresie y = log, x 0=log,1 B)

Zad 3. f(x) = §x3 + 2x

f'x) = % - 3x% 4+ 2 = x? + 2 Pochodna przyjmuje tylko wartosci dodatnie wiec funkcja caty czas

ro$nie. ()
Zad 4. sina + sin(180° — a) = sina + sina = 2sina (©)
Zad 5. \/x(x? — 9) Pytanie jest sformutowane do$¢ nietypowo ale praktycznie chodzi o okre$lenie

dziedziny tego wyrazenia. Pierwiastki mamy tylko z liczb nieujemnych czyli:
x(x?—=9) > 0czyli: x(x —3)(x+3) =0

X1 = 0 Xy, = 3 X3 = -3 /_\
x €(=3; 0)U(3; +x) /3 U >
(A)

Zad 6. |x| < |x —1025]|

) = x|

A 4
x=512,5 1025

Juz schematyczny wykres funkcji f(x) = |x| oraz f(x) = |x — 1025| pokazuje ze rozwigzaniem tej
nieréwnosci jest x < 512,5

Chcac by¢ doktadniejszym widzimy z wykreséw ze rozwigzanie jest w przedziale (0; 1025) a w tym
przedziale |x| = x oraz |x — 1025| = —x 4+ 1025. Tak wigc do rozwigzania jest nier6wnos¢

x < —x+ 1025 = 2x < 1025]: 2 = x < 512,5

Odpowiedz:

3 61 ,
Zad 7. Prosta: y = —x — — styczna do okregu o srodku: § = (1, —4)
Jezeli prosta jest styczna do okregu to jest prostopadta do prosteJ na ktoreJ lezy promien okrggu poprowadzony z punktu stycznosci.

Wyznaczymy réwnanie prostej na ktorej lezy ten promien. y = —x - ﬁ a= E to dla prostopadiej a, = — i i przechodzi ona

przez S = (1; —4) Prosta prostopadta ma wigc postaé: y = —gx + b wstawmy punkt S=(1; —4)

—4 = —g- 1+b b=-4 +§ = —2% = —g y = —gx - gréwnanie prostej prostopadtej do danej

= —=X—-
Teraz rozwiazujac uktad réwnan { 3 3 613 otrzymamy wspoétrzedne punktu stycznosci prostej z okrggiem a nastgpnie mozna

y=ix—1

obliczy¢ dlugos$¢ odcinka. Okazuje si¢ jednak Ze te obliczenia sg bardzo skomplikowane i dojscie do wyniku jest Zzmudne. Punkt
styczno$ci ma wspétrzgdne (% ;= %)

. . 3 61 . . . .
Prosta o rGwnaniu y = X przeksztatcimy do postaci ogdlnej

y:%x_%pzs = 28y = 21x — 122 = 21x — 28y — 122 =0



Teraz korzystajac ze wzoru na odlegtos¢ punktu od prostej mamy:
L Gt U7 QN 3 G s U7 WM § S U

V2124282 Va41+784 V1225 35
o ., 11
Odpowiedz Promien tego okregu wynosi pos

Zad 8. Wykazac¢ ze jezeli: log,, 2 = a to logg 64 = 16__aa
logi2 64 _ logi,(2°) _ 6logi,2  _ 6a

l0g126 - IOgIZ(%) - loglz 12—10g122 o 1-a

log, 64 =

Zad 9. Mamy wykazac¢ ze na czworokacie CEFG mozna opisac okrag
F.aczac punkt F z punktami D, G 1 E otrzymujemy czworokaty BDFG oraz ADFE
na ktérych sg opisane okregi.

Kat <ABC = 180° — (50° + 60°) = 180° — 110° = 70°

Wiadomym jest ze przeciwlegle katy czworokata na ktérym jest opisany okrag
maja w sumie 180°. Tak wigc «GFD = 180° — 70° = 110°

oraz XDFE = 180° — 50° = 130°

Mamy wiec <GFE = 360° — (110° + 130°) = 360° — 240° = 120°
Otrzymalismy wigc ze w czworokgcie CEFG mamy <GCE + <GFE = 60° + 120° = 180°
Czyli wykazaliSmy ze na czworokacie CEFG mozna opisa¢ okrag.

Zad 10. (4sin®?x — 1) - sinx = cos?x — 3sin®x x € (—m; 0)
cos?x = 1 —sin? x i stad mamy:
(4sin?x — 1) *sinx = 1 —sin?x — 3sin? x czyli: (4sin?x — 1) -sinx = 1 — 4sin? x
(4sin?x —1)-sinx — 1+ 4sin®x =0
(4sin?x — 1) -sinx + 4sin?x—1=10
(4sin?x —1)-sinx+1-(4sin?x—-1)=0
(4sin?x —1) - (sinx + 1) = 0 czyli:

4sinx—1=0 V.  sinx+1=0
4sin’x = 1|:4 V  sinx =-1

. 5 1 :
sin”x =7 \% sinx = —1

. 1 . 1 .
sinx =~ \Y% sinx = —- \Y% sinx = —1
Ogdlnie rozwigzanie by wygladato
x1=%+2kn; x2=5?”+2k7t; x3=7?”+2kn; x4=117”+2k7t; x5=37”+2kn;
Ale w tym zadaniu mamy poda¢ wyniki tylko dla x € (—m; 0)
Odpowiedz: x € {—ln' —im —En'}

p . 6 ) 2 ] 6 ) B
Zad 11. Trojkat jest prostokatny a = 15; b = 20 to: 101
¢ = V152 + 20% = /225 + 400 = V625 = 25 25
Latwo tez wyliczy¢ promien okregu wpisanego. 15
Policzmy pole tréjkata P =~ 15 - 20 = 150 1_s 13
Pole mozna tez policzy¢ ze wzoru: P =p -r; p - potowa obwodu 15
p= 25+20+15 _ 60 _ 30 C 20
2 2

Mamy wigc 150 = 30 - ; = r=150:30=5
Jezeli wiemy ze odleglosci wierzchotka od punktéw stycznos$ci sg réwne to oczywistym jest ze punkty
stycznosci podzielity boki trdjkata na odcinki 5 + 10 = 15; 5+ 15 =20; 10+ 15 =25

0 _ 4

. . 2
Policzymy jeszcze cos a = P

Mozemy teraz skorzysta¢ z np. tréjkata ADC gdzie D — punkt stycznosci okregu z przeciwprostokatng
1 zastosowac twierdzenie cosinusow do tego trojkata. Oznaczajagc €D = x mamy:



xz=202+152—2-20-15-sina=400+225—600-%=625—480=145
x =145

Odpowiedz: Odcinek faczacy punkt styczno$ci okrggu z przeciwprostokatng z wierzchotkiem kata
prostego ma dlugos$¢ v145.

Zad 12. W tréjkacie mamy AD = CD oraz DS = BS
Prowadzimy odcinek DR réwnolegty do AP DR||AP

Otrzymalismy tréjkat DRC podobny do tréjkata APC w skali %
Podobienstwo tych trojkatow wynika z faktu ze majg wspolny kat
przy wierzchotku C oraz jezeli odcinki DR||AP to katy przy

podstawie tez maja réwne. Skala wynosi % gdyz z zatozenia AD = CDA
Mamy wigc CR = RP

W analogiczny sposéb wykazujemy ze BP = PR gdyz tréjkaty BPS 1 BRD tez z tego samego powodu
sg podobne w skali % Maja one wspdlny kat przy wierzchotu B a podstawy PS i RD sg réwnolegte.

Mamy wigc e CR = RP = PB = ~BC czyli CP = =CB. Co bylo do wykazania

Zad 13. Liczby maja by¢ pieciocyfrowe parzyste i w nich moze by¢ 0 dwéjek lub 1 dwdjka lub 2 dwojki.
I sposob zliczenia bezposredniego okazuje si¢ bardzo skomplikowany
I) Liczba ma by¢ parzysta wiec na koncu musi mie¢: {0; 2; 4; 6; 8} II) Liczba moze zawieraé: {0; 1; 2} dwojki
1) Zaktadamy ze liczba nie zawiera dwojek (w dyspozycji 9 cyfr {0; 1; 3; 4; 5; 6;7; 8; 9})
Tak wiec na koncu moze mie¢ {0; 4; 6; 8} to jest 4 mozliwosci. Na poczatku za$ wszystkie cyfry z wyjatkiem 0 czyli 8 mozliwosci
8:9:-9-9-4=123328
2) Zaktadamy ze liczba zawiera 1 dwéjke (w dyspozycji 10 cyfr {0; 1; 2; 3; 4; 5; 6;7; 8; 9})
Tak wiec na koncu moze mie¢ {0; 2; 4; 6; 8} to jest 5 mozliwosci.
ale tu trzeba rozpatrzy¢ 3 przypadki:
- dwdjka jest jako pierwsza.
- dwdjka jest w srodku (trzy srodkowe cyfry).
- dwdjka jest na koncu
3) Zakladamy ze w liczbie sa 2 dwdjki
Tu mozliwo$ci rozmieszczenia tych dwdjek jest jeszcze wigcej 1 kazda trzeba rozpatrzy¢ osobno:
- dwdjka jest jako pierwsza a druga dwdjka w $rodku. - dwdjka jest jako pierwsza a druga na koncu.
- dwie dwdjki wéréd srodkowych cyfr - jedna dwéjka w $rodku a druga na koncu.
II sposob ktory jest znacznie krotszy
A) Wszystkich liczb pigciocyfrowych parzystych jest 9-10-10-10 -5 = 45000
Liczba ta wynika z faktu Ze na poczatku nie moze by¢ 0 czyli mamy do dyspozycji 9 cyfr potem na
trzech pozycjach srodkowych moze by¢ po 10 cyfr a na koncu mamy do dyspozycji 5 cyfr parzystych.
B) Teraz trzeba policzy¢ ile przypadkow jest tu niepotrzebnych i ich odjac.
1) nie moze by¢ liczby ztozonej z 5 dwdjek — 1 taki przypadek
2) nie moze by¢ liczby ztozonej z 4 dwéjek. Takich mozliwosci jest 8 +9 +9 +9 + 4 = 39
(na pierwszym miejscu poza dwdjka moze by¢ 8 innych cyfr na kolejnych po 9 a jesli na koncu to 4 cyfry parzyste) Mamy
tu do czynienia z dodawaniem bo za kazdym razem tylko w jednym miejscu jest inna cyfra niz 2
3) nie moze by¢ liczby w ktérej jest 3 dwoéjki (Tu bedzie troche wiecej sytuacji)
- dwéjka na poczatku i 2 dwdjki w srodku 3-9 -4 = 108
(22x2y); x €{0,1,3,4,5,6,7,8,9}; y € {0,4,6,8} cz¢$¢ srodkowa moze przyjmowac kombinacje {(x22); (2x2); (22x)}
- wszystkie 3 dwdjki w srodku 8 - 4 = 32
(x222y); x €{1,3,4,5,6,7,89}; vy €{0,4,6,8}
- dwdjka na poczatku jedna w $rodku i dwdjka na koncu 3 -9 -9 = 243
(2x2x2); x € {0;1,3,4,5,6,7,8,9} czes¢ srodkowa moze przyjmowaé kombinacje {(x2x); (xx2); (2xx)}
- dwie dwdjki w srodku i jedna na koncu 83 -9 = 216
(y2x22); y € {1,3,4,5,6,7,8,9}; x € {0;1,3,4,5,6,7,8,9}
czes$¢ srodkowa moze przyjmowac kombinacje {(x22); (2x2); (22x)}
Razem 1 + 39 + 108 + 32 + 243 + 216 = 639
Ostatecznie 45000 — 639 = 44361

Odpowiedz: Liczb pieciocyfrowych parzystych w ktérych jest co najwyzej 2 dwojki jest 44361.



Zad 14. Bez wigkszego problemu policzymy dtugosci AB i BC.

cos?>0°=i = e = AB—ZS\/—
AB 2 AB

sin30° = 2¢ - 1B — BC=8
16 2 16

Teraz najwazniejszg sprawg jest uSwiadomienie sobie co wynika z

faktu ze krawedzie boczne sg jednakowej dtugosci.

Mamy dane ze: SA = SB = SC = SD = 4V/5

Tréjkaty AOS; BOS; COS; DOS sa prostokatne z uwagi na to ze

SO - wysokos¢ ostrostupa. Sa to tez tréjkaty przystajace bo sa prostokqtne
oraz kat przy wierzcholu S majg taki sam, dla ktérego cos a =

4\/—
Jezeli wiec te trojkaty sa przystajace to po pierwsze:

AO = BO = CO = DO co daje nam ze na tym trapezie mozna opisa¢ okrag
a po drugie to musi by¢ trapez rGwnoramienny.

Mamy wigc juz obliczone ze BC = AD = 8

Z. uwagi na to ze trapez jest rownoramienny to jego katy maja 60°1i 120°
Natomiast tréjkaty ABC i ABD sg prostokatne i promien okrggu opisanego

jest réwny potowie przeciwprostokatnej czyli R = %AB = % 16 =8

Tak wigc trojkaty AOS; BOS; COS; DOS maja wymiary
A0 =8; AS=4J5 SO=H

16
Obliczymy wysoko$¢ H ostrostupa:
H= |(4V5)" —82 =165 — 64 = V80 — 64 = V16 = 4 Hed ;4\/3
E

Teraz obliczymy ostatecznie odleglos¢ krawedzi DS od punktu O
czyli dlugos$¢ odcinka x na rysunku

Tréjkaty DSO i DEO sa podobne gdyz sa prostokatne i majg jeden wspdlny o
. X 4

kat ostry. Tak wigc - = 4+/5Sx = 8- 4|:4

V5x =8 = x == = X = 843

V5 5
Odpowiedz: Odlegtos¢ spodka wysokosci czyli punktu O od krawedzi DS. wynosi %g
Zad 15. f(x) —Lms6 Z-_(m-2)x+m-5
1) Funkcja ma przyjmowac wartos$¢ najwieksza czyli gatgzie paraboli majg by¢ skierowane do dotu a
2 -
wiec a <0 czylim +in °<o0.

(m?+m-6)(m—-5)<0
Policzmy pierwiastki tego wielomianu

m>+m—-6=0 lub m—-5=0
A=12—-4-1-(—6)=1+24=25 V25 =5

-1-5 —1+5
my = 2 = -3 m, = 2 =2 ms = 5
me (—oo; —3)U(2; 5) >
2) Musza istnie¢ 2 pierwiastki czyli A> 0 -3 5

m2+m—6 / U

A=2-m)?—4- (m—-5) =

m-—5
=4—-4m+m?—4m?*+m—-6)=4—4m+m? —4m? —4m+ 24 = -3m? —-8m + 28
=-3m?—-8m+28>0

A= (—8)%2 —4-(=3)-28 = 64 + 336 = 400 V400 = 20
8—-20 —-12 8+20 28 2
1_2-(—3)_—_6_2 mZ_z.(_g)___ﬁ—_4§

€ (—42; 2)



3) pierwiastki majg by¢ jednakowych znakéw czyli z wzoréw Viete’a
x1 * xz = 2 > 0
m-5 (m-5)(m-5)

—e >0 = ——>0 = (m-5)(m-5m*+m-6)>0
m-5
Korzystajac z punktu 1 mamy juz policzone pierwiastki m; = —3; m, = 2; ms =5

oczywiscie mz = 5 podwdjny
m € (—o; —3)U(2; 5) U (5 +)

Teraz biorgc czg$¢ wspdlng 1); 2); 3) mamy: \3\/ 3 - >

2 2
(oo =3) U@ Dn|(~43; 2)|n[(~es U@ DU +oo)] = (42 -3)
Mamy wigc m € (—4%; —3)
Odpowiedz: Jedynym rozwigzaniem catkowitym zadania jest m = —4

Zad 16. Mamy stozki w ktérych [ + r = 2; | — tworzagca r — promien stozka

czyli:l=2—r

h2+7r2=12 = h2+1r2=(2-1)?

h* =4 —4r+r*—r? = h* =4 —4r = 4r = 4 — h?
hZ

r=1——

4
1 . o .
V= 3 mr? - h - wzér na objeto$¢ stozka tak wiec tu mamy:

V(h) = én (1 - hrz)z - h Objetos¢ stozka jako funkcja jednej zmiennej h
Wyznaczajac dziedzing tej funkcji trzeba zauwazy¢ ze objetos¢ musi by¢ liczbg dodatnig jak rowniez
wysoko$¢ 1 promien wiec h > 0 oraz:
r=1-2>0 = 4-m2>0 = M<4 = h<2
Mamy wiec D = (0; 2) ]
2 4 3
vy =sm(1-2-1-2+ ) h=;n(h—2+3) = -m(16h — 8h* + 1)
V'(h) = —m(16 — 3 8h? + 5h*) = —m(16 — 24h? + 5h*)
V'(x) = 0 czyli wystarczy policzy¢ 16 — 24h? + 5h* = 0 to znaczy 5h* —24h?> +16 =0
Wykonujemy podstawienie h? = t i mamy
5t2—24t+16=0

A= (—24)2—-4-5-16 =576 — 320 = 256 V256 =16
o 24716 8 4 oo 241640,
1 25 10 5 2 25 10
iy =tioh =Vi= [tz 2220 hy=-25 gD
Dt,=4tohy =Vt=+4=2¢D hy=-2¢D
2V5 h? <£)2 45 1 5 14
Mamyjednorozwiqzanieh=TWtedyr=1—7=1—ST=1—E-Z=1—E= —T=z

dlah = ¥ ir= %mamy maksimum gdyz dla funkcji f(x) = 5t% — 24t + 16 pierwiastek t; = %

jest lewym miejscem zerowym dla ktérego po lewej stronie sg wartosci dodatnie a po prawej ujemne.
Pozostato policzy¢ objetos¢ tego najwickszego stozka.
V=21nr2h=1g (i)z 2 S LenR, R,
3 3 5 5 3:25'5 375
Odpowiedz: Jezeli suma promienia i tworzacej wynosi 2 to najwigkszy z mozliwych stozek ma
f

. ,, 3245
objeto§¢ —m.
375




