Maj 2015r- poziomrozszerzony

Zadania zamkniete

Zad l. |2x — 8| <10

2x —8< 10 A 2x—8=>-10

2x <10+ 8 A 2x >8—10

2x <18 A 2x = =2

x<9 A x=>-1 (D)
x—2 dlax <0

Zad 2. f(x):{||x+3|—4| dlax >0 fl) =1
x—2=1 = x=14+2=3 A x <0 sprzecznos¢
[Ix+3|—4|=1 = lx+3l—-4=1 Vv |x+3]-4=-1

Dx+3|—4=1 S |x+3|l=144 & |x+3|=5
a)x+3=5 = x=5-3 = x=2A x>0 OK.

b)x+3=-5 = x=-5—-3 = x=-8A x> 0 sprzeczno$¢

Dx+3-4=-1 & |x+3l=-14+44 & |x+3]=3

c)x+3=3 = x=3-3 = x =0Ax >0 sprzecznos¢

dx+3=-3 = x=-3-3 = x=—6 Ax > 0 sprzeczno$¢ (A)
Zad3. (3-2V3) =3°—3-32-2v3+3-3-(2V3) - (2v3) =27 -54V3+9-4-3-8-3V3 =

=27 4+ 108 — 54+/3 — 24+/3 = 135 — 78V3 (©)
Zad 4. 2 sin x + 3 cos x = 6 Takie rownanie nie moze mie¢ rozwigzan z prostej przyczyny.

[sin x| < 1 tak samo |cos x| < 1ioczywiscie2+3 =5<6 (A)

Zad 5. y = 2x + 4 czyli w postaci ogdlnej 2x —y+4=0 P =(0; 0)
_|2-0-1-0+4] _ 4 _ ﬂ

d= =— B
V22+12 V5 5 (B)
5 . 5 11n3 6n, 5 2n? 2n 1 e
. 11n°+6n+ 2n“+2n+1 . 3 T3 .3 2 T2 2 11 2 12 43
Zad 6. lim ( — )=11m L AR = — — = —— — = — X
o\ en3+1 5n2—4 noow )\ end 1 sn?_ 4 5 30 30 30
n3 n3 n2 n2

1,433 -
Zad7. f(x) = a(x — x1)(x — x;) - posta¢ iloczynowa funkcji kwadratowe;j
fx) =alx+1)(x—3)
f6)=a(6+1)(6-3)=a-7-3=21a
f(12) =a(12+1)(12-3)=a-13-9 = 117a
f6) _21a _ 7
f2)  117a 39
Zad 8. x*—x*—-2x+3>0
x*=2x2+1+x>-2x+1+1>0
(x2 — 1) + (x — 1)®> + 1 > 0 Nieré6wno$¢ w tej postaci jest wyraznie prawdziwa bo mamy sume
dwoéch kwadratéw liczb ktére sg nie ujemne oraz 1 co w sumie daje liczbe dodatnig
Zad 9.

Czworokat ABCD jest wpisany w okrag wiec a + § = 90° oraz § +y = 90°
czylia+p + 8 +y =180°

Mamy tréjkat AQD wiec a + y + €4 = 180°

Mamy tréjkat BSC wige g + § + <1 = 180°

sumujac te dwa réwnania otrzymujemy
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f+o+<x1l+a+y+<x4=360°czylia+f+6+y+<x1l+<x4=360°
Mamy wigc 180° + <1 + %4 = 360° i ostatecznie
41 + «4 = 180° a z tego wynika ze takze €2 + «3 = 180°
Tak wiec czworokat PQRS da si¢ wpisa¢ w okrag
Zad 10. Czworokat ABCD

Zapisujemy twierdzenie cosinuséw dla tréjkata ABC |AC| =
x2=22+32-2-2-3 cosa
x2=4+49-12-cosa

2=13-12-cosa
Zapisujemy twierdzenie cosinuséw dla tréjkata ADC zauwazajac ze cos(180° — @) = —cos
x2=52+42+2-5-4-cosa

2=25+16+40-cosa

2=41+40-cosa
Poréwnujac prawe strony mamy: 13 — 12 -cosa = 41 + 40 - cosa
—12-cosa —40-cosa =41 —13

28 7

—52-cosa = 28 = cosq = ——= ——
52 13

Korzystajac ponownie z twierdzenia cosinuséw mamy:

7
2=22+32_2.2.3.(_E)
169+84 _ 253

x2=13-12-(-2) =13+ = =
13 13 13 13

X = % Odpowiedz: Przekatna AC ma dlugos¢ /%

Zad 11. Turna 3 kule biate i 5 czarnych razem 8 kul.
I etap: losowame 1 kuh z L urny Q=8 B1 = 3 - wylosowana biata BZ = 5 wylosowana czarna
P(By) = 5 P(B;) = 5

II etap: losowanie 2 kul z IT urny. Rozpatrujemy 2 przypadki pod warunkiem ze B; lub B,
a) w | etapie wylosowana biata — II urna zawiera 7 + 3 =10 kul biatych i 2 czarne razem 12 kul

Q= (122) = 2'1_—?0' = 11212 =11-6=66 A- wylosowano 2 kule biate

= 10 __ 10! 9:10 15

A_(Z)_ml_ 2=9.5=45 PUAIB) == =12

b) w I etapie wylosowana czarna — II urna zawiera 7 biatych i 243 =5 czarnych razem 12 kul
Q= (122) = zfm = 11212 =11-6 = 66 A - wylosowano 2 kule biale

= _(7\_ 7 _ 67 _ 45 4 _ _21_ 7

A_(Z)_E_T_B 7_21P(A|B2)_66_22

Stosujemy wzér na prawdopodobienstwo catkowite

15 3 7 5 45 35 80 40 10 5
PU) = PUAIB) - PB) + PAIB,) - P(B) = 333+ 355 = o o= o =50 = 3=

22 8 22 8 176 176 176 88 22 11
Zad 12. f(x) = x3 — 2x* + 1 wyznaczy¢ styczne réwnolegte do y = 4x czyli styczne ktére majg

wspolczynnik kierunkowy a = 4

f'(x) = 3x? — 4x - pochodna w punkcie réwna sie wspétczynnikowi kierunkowemu stycznej czyli
3x2—4x =4

3x2—4x—-4=0

A= (—4)2 —4-3-(—4) =16+ 48 = 64 V64 =8
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MTTE s MTas el
Dlax; = — 5 mamy:
3 2
3 3 3 27 9 27 9 27 27 27 27

—25—7 Styczna ma a = 4 oraz przechodzi przez punkt A = (—2 ; —25—7)
Styczna ma posta¢ y = a(x — xg) + ¥,

2 5 8 5 72 5
y=4(x+—)—— = y=4x+-—= = y=4x+—-—=

3 27 3 27 27 27

ostatecznie y = 4x + %
Dla x, = 2 mamy:
f(2)=2)2*-22)?*+1=8-2-4+1=8-8+1=1
Styczna ma a = 4 oraz przechodzi przez punkt A = (2; 1)
Stycznama postac y = a(x —xg) +y, y=4(x—-2)+1 = y=4x-8+1
ostatecznie y = 4x — 7
Odpowiedz proste spelniajgce warunki zadania to y = 4x + % orazy =4x —7
Zad 13. f(x) = (m + 1)x% + 2(m — 2)x — m + 4 pierwiastki spelniaja warunek x? — x% = x{ — x5
1) Aby funkcja byta funkcjg kwadratowgm+1+0 = m#* -1
2) Aby istniaty dwa r6zne pierwiastki to A> 0
A=(2m—-4)?2—-4(m+1D(-m+4)=4m? —16m+ 16 —4(-m? + 4m —m + 4)
A= 4m? — 16m + 16 + 4m? — 16m + 4m — 16 = 8m? — 28m
8m? — 28m > 0|: 4
2m? —7m >0
m(2m—-7)>0 m =0 v 2m-7=0 = m2=§=3,5
me (—oo; —1)U(—1; 0)U (3,5 +x)
3) pierwiastki spelniajg warunek x# — x% = x{ — x5
xf — x5 = (f —x)(xf +x3)
xt—x2—(x}—x)(x2+x2)=0
(f —x)[1— (xf +x3)] =0
(1 = x2) (g + 2)[1 = (xf +x5)] =0
X —x%=0 V x;+x=0 VvV 1-((x(+x3)=0
a) x; — x5 = 0 czyli x; = x, sprzeczne z zalozeniem ze sg 2 r6zne pierwiastki

b) x; + x, = 0 czyli z wzoru Viete’a mamy —% = :irln =0
4-2m=0 = —-2m=-4 = m = 2 nie nalezy do przedziatu z punktu 2.
O)l-—(x2+x2)=0
1= [ +22)% = 2x1%,] = 0
1— (g +x3)% +2x1x, =0 z wzoru Viete’a x,x, = 2 = ;::4
4—2m\? —m+4

1_(m+1) +2 m+1 =0

16-16m+4m? = 8-2m
1— =

(m+1)2 m+1

(m+1)?2  16-16m+4m? | (m+1)(8—2m) _ . . . . . ey
D meD? + v 0 mamy wspdlny mianownik ktéry mozna opusci¢

m?*+2m+1—-16+16m—4m* +8m—-2m*+8—-2m =0

—5m?+24m—-7=0

A= 242 — 4 -(=5)-(=7) =576 — 140 = 436 V436 = V4 -109 = 2v/109
_ —24-2V109 _ 124V109 _ 12+10,44

1 -10 5 5
_ 12—v109 ~ 12—-10,44

2 5 5

= 4,88 nalezy do przedziatu okreslonego w p. 2

= 0,312 - nie nalezy do przedzialu okreslonego w punkcie 2
12+/109

Odpowiedz Istnieje jedno m spetniajgce warunki zadania m =



Zad 14.

avs V6

AC =DB = a2

Mamy tréjkat prostokatny DBS. (2a)? + (a\/i)z = y?

4a’> + 2a®2 =y? =  y?=6ad? = y=av6 SB=aV6

Mamy tez trdjkaty prostokatne DAS 1 DCS

(2a)? +a? =4S =  AS?=5a? =  AS=aV5

Rozpatrujemy teraz tréjkat prostokatny ABS z wysokoscia AE poprowadzong z wierzchotka A kata
prostego. Trojkaty ABS, ABE i AES sg podobne bo sg prostokatne i maja parami jeden kat ostry
wspolny.

x a ave V6 6
mamy teraz tréjkat rownoramienny ACE

Z twierdzenia cosinuséw mamy:

2 V30 2 V30 2 V30 V30

(a\/Z) ={la—) +la—) —2-a—-a—-cosa a
6 6 6 6 V3 m
2 30 5 30 , 30 a

20 =—a“+—a“—2—a“-cosa 73

36 536 36
2a2=ga2+ga2—?a2 cos a

10 10 a2
2a°> =—a?——a?*-cosa

6 6
0 10
—az-cosa=?a2—2a2

1?OaZ—Za2 —Za? 2 1
cosa = = =—=r—=—-=

10,2 10,2 6 10 5

sina + cos?a =1
.2 12
sin a=1—(——)

U 1 24 : _\/Z_\/ﬁ_\/ﬁ_zﬁ
sinfa=1——=— sing= |—m=—=—="—
25 25 25 s 5 5
Odpowiedz: Sinus kata migdzy Scianami ABS i BCS wynosi %g
Zad 15. W(x) = x*>+ax*+bx +c
Jezeli{y; y + 3; y + 6} pierwiastki tego wielomiany tworzg ciag arytmetyczny
to wielomian mozna zapisac:
x=Nx-—y-3Nx-—y—6)=C*—xy—3x—xy+y*+3y)(x—y—6) =
(x2 —=2xy —3x+y?>+3y)(x—y—6) =
x3 —x%y — 6x% — 2x%y + 2xy? + 12xy + xy? — y3 — 6y% — 3x? + 3xy + 18x + 3xy — 3y? — 18y =
x3 —3x%y —9x2 + 3xy? + 18xy + 18x — y3 — 9y? — 18y =
=x3—x2(3y +9) + x(3y? + 18y + 18) — y> — 9y% — 18y
a=-3y—-9
b=3y*+18y+18 wzadaniumamyzel+a+b+c=0czylia+b+c=-1
c=—-y3—-9y%2 - 18y
Dodajac do siebie wszystkie trzy rownania z uktadu otrzymujemy:
—3y—9+3y>+18y + 18 —y3—9y? — 18y = —1
—y3 —6y? —3y + 10 = 0 tatwo zauwazy¢ ze pierwiastkiem tego réwnania jest y = 1



—y2 — 7y — 10
—-y3—6y2—-3y+10:(y — 1)

y3 — yZ
7y2 =7y
—10y + 10
10y — 10
teraz znajdziemy pierwiastki wyniku z dzielenia _5,2 —-7y—=10=0
A= (=7)?—4- (1) (-10) =49 — 40 =9 V9 =3
_ 78 _ 4 _ 5 _ T4 _10_ ¢
Y2=3n T 2 Ys=on ™ =2
Odpowiedzi:

Dla y = 1 mamy: pierwiastki wielomianu {x; = 1; x, =4; x; = 7;} natomiast wspdtczynniki
wielomianu: a = -3y —-—9=-3-1-9=-3-9=-12
b=3y>+18y+18=3-12+18-1+18=3+18+ 18 =39
c=-y3—-9y2—-18y=-(13)—-9-12-18:-1=-1-9-18 = -28
Dla y = —2 mamy: pierwiastki wielomianu {x; = —2; x, =1; x; = 4; } natomiast wspétczynniki
wielomianu: a = -3y—-9=-3-(-2)—-9=6—-9=-3
b=3y*+18y+18=3-(-2)?+18-(-2)+18=12-36+18 = —6
c=—-y>—9y?—-18y =—-(-2)>*-9-(-2)>*—-18-(-2)=8-36+36 =38
Dla y = —5 mamy: pierwiastki wielomianu {x; = —5; x, = —2; x; = 1;} natomiast wsp6tczynniki
wielomianu: a =—-3-(-5)—-9=15-9=6
b=3y>+18y+18=3-(-5)?+18:(-5)+18=75—-90+18 =3
c=-y3—-9y2—-18y = —=(-5)>-9-(-5)? — 18- (—5) = 125 — 225+ 90 = —10

Zad 16.

1=10-r

2r+2l=20 = r+l=10 = I=10—7r
H? +712 = (10 — 1)?

H? +r? =100 — 20r + r?

H? =100 — 20r + 1?2 —r?

H? = 100 — 20r = H = /100 — 20r
Vzgnrz-Hzgnrz 100 — 20r = Zv100r* — 207

V(r) = gx/ 1007* — 207> interesuje nas tylko dziedzina re(0; 5) bo dla innych r stozek nie istnieje.

Obliczenie pochodne;j takiej funkcji jest troche trudne ale o wiele tatwiej zbadac funkcje i okresli€ jej
maksimum f(x) = 100r* — 207> dla xe(0; 5) Maksima tych funkcji pokrywaja sie bo funkcja
gt) = gx/f jako ciaggla i rosngca na tym przedziale nie powoduje zmiany miejsca maksimum jesli
chodzi o V(r) oraz f(x).

f'(x) = 40073 — 100r*

40073 —100r* =0

100r3(4—71)=0

10073 = % 4-1r=0

r=0 ¢&(0; 5) Y, r=4



tatwo zauwazy¢ ze dla r = 4 jest maksimum, bodlar >4 (4 —r) < Ojaktezdlar <4 (4—1r)>0
gdyr =4 to H =100 — 20r = v/100 — 20 - 4 = /100 — 80 = 20 = 2V/5

V=§nr2-H=§42-2\/§=§-16-2\/§=_32f”






