Listopad 2014 rok (poziom rozszerzony)
Zadania zamkniete

Zad l. |3x + 6| > 6

3x+6>6 \Y 3x+6< -6

3x >6—-6 \Y 3x<—-6—-6

3x >0 VvV 3x<-12[:3

x>0 \% x < —4 (A)
Zad2. W(x) =2x3—4x?2 —15x—12 P(x)=x+3

Pierwiastkiem wielomianu P(x) jest x = —3

W(=3)=2-(=3)3—4-(=3)2—15-(=3)—12=2-(=27) —4-9 + 45 — 12 = =54 — 36 +
33 = —90 + 33 = —57 Warto$¢ wielomianu W (x) dla pierwiastka wielomianu P (x) jest resztg z
dzielenia wielomianu W (x) przez wielomian P (x) (A)

Zad 3. log, 7 +logg 7 = log, 7 + 0g27 =lo =log27+§log27=(1 +§)10g27=

= glogz 7 B)
Zad4. W(x)=(2x+1)°3-(x—-123=02x)3+3-2x)?-1+3-2x-12+13—[x3>-3-x%2-1+3"-
x-12—-13]=8x3+3-4x?+6x+1—-(x*—3x2+3x—-1)=8x3+12x2 +6x + 1 —x3 +

3x2—3x+1=7x3+15x2+3x + 2 (A)
Zad 5. Réwnanie okregu x% + 10x + y? — 4y + 25 = 0 trzeba doprowadzi¢ do postaci kanonicznej

czyli zapisa¢ jako kwadraty pewnych sum, czyli:

x2+2-x5+25+y2—-2-y:244-4=0

(x + 5)%2 + (y — 2)? = 4 znajac wz6r na réwnanie okregu w postaci kanonicznej

(x —a)? + (y — b)? = r? 1atwo stwierdzi¢ ze S = (=5; 2) r=2 (D)
a1=32
Zad6.{ a,=232+2=2420-2_¢2
Api1 == an+2 7 7 7 7 7
az == ﬁ+2 =42 @y =2 o+ 2= oo = 20 = 241982507 ..
7 49 49 49 7 __ 49 343 343 343

Odpowiedz: Trzy poczatkowe cyfry po przecinku to @ I |§|

b .
Zad 7. Z twierdzenia Sinuséw mamy Sna — snp czyli:

4 b . b 1 2
sin30°  sin45° co dajeg B E Czyh b E B 47' 2
2
b=4V2 ~4-1,414213 ... = 5,656854 ...
Odpowiedz: Cyfra jednosci i dwie cyfry po przecinku to: |§|
Zad8. A= (5; —6) y = 2x + 1 Przeksztal¢my réwnanie prostej do postaci ogdlnej
2x—y+1=0czyiA=2 B=-1 (=1

Obliczmy odlegto$¢ punktu od prostej zgodnie ze wzorem d =

|[Axo+Byo+c| _ [2:5-1-(=6)+1| _
VAZ+B2 V22+(-1)2

10+46+1 _ 17 _ 1745 _ 1745
sV Ay ~ 7,6026 ..

Odpowiedz: Otrzymany wynik z dwoma cyframi po przecinku to: @ |§|

Zad 9. Wykonujac przekrdj zgodnie z trescig zadania otrzymujemy tréjkat
DSE ktérego bok SD to potowa przekatnej podstawy
Przekatna podstawy to DB = 6+/2
DS =2-6V2 = 3V2
Mamy obliczy¢ wysoko$¢ otrzymanego przekroju
czyli wysokos¢ trojkata ACE — odcinek SE.

Odcinek SE jest przeciwprostokatng w trojkacie

prostokatnym DSE stosujemy wzdr na cos @ mamy 27l

cos 30° = 32 czyli 3z A 6
h 2 h




= 2.3ﬁ = ﬂ = 6\/5\/5

h = 26 ~ 2-2,449489 ... = 4,898979 ... ~ 4,899

V3 V3 3
Odpowiedz: Trzy poczatkowe cyfry po przecinku to @@
Zad 10.
nd 12n2 n 4 12 1 4
(n+4)(3n%-1) _ .. 3n3-n+12n?-4 3n3 I AR N i - I -
iMoo e rsmrz. — Moo — sy = und sn 2 T qqp o411 0,(27) ~ 0,273
3 3753 n2 ' n
Odpowiedz: Po zaokragleniu trzy cyfry po przecinku to
Zad 11. sin3x + sin9x =0 x €(0; m)
Korzystajac ze wzoru sina + sinf§ = 2 sina:—ﬁcos%ﬁ dlaa=9x [ =3x mamy:
2sin 222 c0s 223X = 0 czyli  2'sin 6x cos 3x = 0]: 2

2
sinbxcos3x =0

sinébx =0 Vv cos3x =0

6x=0+kmr|:6 Vv 3x=§+kn:3

x1:0+k'z x2:E+kE
6 6 3

Teraz trzeba ustalic ile i o jakiej wartosci konkretnych wynikéw dla x € (0; )
Dlax; =0+k -% mamy:

T T T 41 21
k=0,x1=0;k=1,x2=g; k=2,X3=§; k=3,X4=E,k=4,xS—?=?, k=5,x6—
51 61
— k=6, x;=—=m;

6 - 7t6
Dlax2=g+k§ mamy
T T T 3 T T 21 51 Cq -
k=0 x3==; k=1, xg=-+-=—=-; k=2, x0=—+—=—; widzimy z
» Xg =25 y Xg =t =T=23 ,10636,dyete

rozwigzania pokrywaja si¢ z juz podanymi wczesniej

Odpowiedz: Réwnanie ma 7 rozwigzah x € {0; %; g; E; 2?”; 5{; n}
Zad 12. x3 —4x? —5x <0

x(x? — 4x — 5) < 0 szukamy pierwiastkéw réwnania x(x? —4x —5) =0

x=0 v x2—4x-5=0
X, =0 A= (—4)2 —4-1-(=5) = 16 + 20 = 36 V36 =6
4-6 -2 4+6 10
x2=—=—=—1 x3=—=—=5
21 2 21 2

Szkicujemy wykres wielomianu W (x) = x3 — 4x? — 5x

¥~ N\q 5
Q. oF ==

Odpowiedz: x € (—o; —) U (0; 5)

42
Zad 13. f(x) = izi D = R\{1}
, _ —2x(x?-1)—(9-x2)-2x _ —2x3+2x—18x+2x3 _  —16x
fix) = (x2-1)2 N (x2-1)2 T (x2-1)?
Aby istniato ekstremum musi by¢ spetniony warunek f'(x) = 0 czyli % = 0 Mamy wigc:
—16x =0 = x=0
Mamy wigc wykazane ze ekstremum o ile istnieje jest tylko jedno dla x = 0
Bardzo tatwo wykaza¢ ze jest to maksimum gdyz dla dowolnego x < 0 — 16x jest dodatnie,
a dla dowolnego x > 0 — 16x jest ujemne

Odpowiedz y = 4x + % orazy =4x —7



Zad 14. Do trojkata ABC dorysowujemy tréjkat AFB taki ze:
AC || BF oraz BC || AF Otrzymujemy réwnolegtobok AFBC
oraz tréjkaty ABC i AFB sa przystajace czyli |BC| = |AF|
Z réwnolegtosci odcinkéw AF 1 BC wynika tez fakt
podobienstwa tréjkatéw AFE i PCE bo
LECP = <AFD - naprzemianlegte

XCEP = XAEF - wierzchotkowe A
cp _ AF y _ytz —
CE EF x  7x 7xy =x(y +2) y+z 4x

7xy = xy + xz 6xy = xz|: x
6y =z|:6 =lzczyliL =2
y ) Yy=5 Y5~ 5%
co nalezalo wykazac.

Zad 15. S = 1a_—1q suma ciggu nieskonczonego gdy |q| < 1

a L . . . . .
ﬁ = 8 to rownanie oczywiste (wynika z I zdania w zadaniu)
Teraz jezeli mamy mieé ciag szeScianéw wyrazéw czyli {a;3; a,3; as33; ... }to tuiloraz wynosi g3
3
a

. 512 . . . .
czyli mamy: v Teraz mozna napisa¢ uktad rownan:

41 _
1-q
a;3 _ 512
1-q3 7
{‘11 =8(1-q)
7a3 = 512(1 — ¢%)
7[8(1 — )]° = 512(1 — ¢%)
7-83-(1-q)3 =512(1 — ¢°)
7512 (1 — q)® = 512(1 — ¢®)|: 512
7-(1-q)¥=1-¢°
713 -3-12-q+3-1-¢*—-¢®) =1-¢3
71-3q+3¢2—-¢®) =1-¢3
7-21q+21¢> -7¢3*=1-¢3
-7¢3+q*+21¢> - 21q+7-1=0
—6q3 + 21q* — 21q + 6 = 0 latwo zauwazy¢ ze pierwiastkiem jest ¢; = 1 bo (=6 + 21 — 21 + 6 = 0)
Dzielimy wielomian metodg Hornera przez (q — 1)

oraz pami¢tamy o zatozeniu |q| < 1

wstawiajac [ réwnanie do drugiego otrzymujemy:

-6 21 -21 6
Obliczenia 1-(-6)+21=15 1-15-21=-6 1:(-6)+6=0
Pierwiastek 1 -6 15 -6 reszta O

Otrzymali$my wielomian —6q% + 15q — 6
Mamy wiec do policzenia —6g% + 15q — 6 = 0

A=15%2—4-(—6) - (—6) = 225 — 144 = 81 v81 =9
_ D19 _ -, _-1549 _ -6 _ 1
qz = 2:(-6) —-12 43 = 2:(-6) -12 2

Pamigetajac o zalozeniu |q| < 1 rozwigzaniem jest tylko g3 = %
1 1
0, =8(1-q)=8(1-3)=8-2=4

Odpowiedz: Pierwszy wyraz ciggu wynosi a; = 4 ailoraz q =

N |-

Zad 16. Liczby maja by¢ szes$ciocyfrowe i w kazdej ma by¢ doktadnie 2 dwdjki i 1 jedynka oraz 3 cyfry
dowolne inne.
1. Na pierwszym miejscu stawiamy jedynke to na pozostatych 5 miejscach majg by¢ dwie dwéjki(;)
(dwdjki sa nierozréznialne wiec kombinacja) oraz 3 dowolne inne cyfry z 8 pozostatych
{0; 3; 4; 5; 6; 7; 8 9} 83 (cyfry te moga sic powtarza¢ wigc wariacja z powtérzeniami)

Daje to wynik (;) 88 =—_.512="2.512 = 10- 512 = 5120



2. Na pierwszym miejscu stawiamy dwoéjke to na 5 pozostatych miejscach mamy jeszcze jedng dwojke
1 jedng jedynke. Powiedzmy ze pierwsza z nich stawiamy dwdjke (pig¢ p6l do wyboru) potem jedynke
(cztery pola do wyboru) i na koniec trzy pozostale dowolne cyfry 82 mozliwoéci jak w punkcie 1.
Daje to wynik 5+ 4 - 8% = 20-512 = 10240
3. Na pierwszym miejscu dowolna inna cyfra (jest takich 7 bo zero nie moze by¢ na pierwszym miejscu) Potem
mamy 3 cyfry ustalone (dwie dwéjki (g) =10 i jedynka (i) = 3) i zostajg tylko dwa wolne miejsca dla
pozostatych dowolnych cyfr czyli jest to 82 mozliwosci.
Dajetowynik7-(;)-3-82 =7-10-3-64 = 210 - 64 = 13440
Odpowiedz: Ostatecznie mamy wynik koncowy 5120 + 10240 + 13440 = 28800

Zad 17. Suma krawedzi graniastostupa prawidlowego tréjkatnego to 6a + 3b
gdzie a krawedz podstawy b krawedz boczna (wysoko$¢ graniastostupa)

Mamy wigc:
6a+3b =18|:3
2a+b =6 b= 6 2a
2 _ 3 2 _ 3 2 13
V:l- ib— (6 2)_Ga\/§42a\/§=2(3a«/ia\/§)=3a«/§2a«/§
_ 3
V(a) = M f (3a — a®) (otrzymaliémy wz6r na objeto§é graniastostupa jako funkcje zmiennej a)

Dziedzing Jest (0; 3) ,,a” jako dtugos¢ krawedzi podstawy musi by¢ wigksza od 0, nie moze tez by¢ réwna lub
wigksza od 3 bo wtedy ,.b” jako krawedz boczna bytaby mniejsza lub réwna od 0

V'(a) = \/2—5 (6a — 3a?) Badamy dla jakich a funkcja osigga ekstremum
B (6a-3a2) = 0 czyli 6a —3a? = 0]:3

2a—a’=0 a2—-a)=0 a,=0 VvV 2—-a=0
Mamy dwa rozwigzania a; =0 a, =2

I rozwigzanie nie spetnia warunkéw zadania krawedz nie moze mie¢ dtugosci O (nie nalezy do dziedziny)
II. Badamy dla a = 2 Czy jest to minimum czy maksimum.

V'(a) =2 (6a - 3a?)

Dlaa € (0; 2) wyrazenie 6a — 3a? = 3a(2 — a) jest iloczynem dwéch liczb dodatnich czyli
6a —3a? >0

Dlaa € (2; 3) wyrazenie 6a — 3a? = 3a(2 — a) jest iloczynem liczby dodatniej 3a i ujemne;j
2—aczyliba—3a?<0

Wyka z tego ze w przedziale (0; 2) funkcja ro$nie a w przedziale (2; 3) maleje. Mamy wigc
maksimum.

Obliczmy teraz objetos¢ tego graniastostupa a = 2 b=6—-2a=6—-2-2=6—-—4=2

V=122 p=28.7-32=23
Odpowiedz: Mozhw1e najwu;ksza objetos¢ tego graniastostupa to 2+v/3.

Zad 18. f(x) = (m — 1)x? — (m — 1)x + 2m — 3 Mamy ustalié¢ ile miejsc zerowych ma funkcja f (x)
w zaleznosci od parametru m.
I m — 1 # 0 aby funkcja f(x) byta kwadratowa czyli m # 1
Gdy m = 1 to funkcja przyjmuje posta¢ f(x) = 2m — 3 = —1 czyli jest funkcjg statg nie majaca
miejsca zerowego
HA=(m-1)?%?—-4(m-1)(2m-13)
m-1)2?-4m-1)C2m—-3)=m?*-2m+1-402m?*-3m—-2m+3) =
=m?-2m+1-8m?+12m+8m—12 =—-7m? + 18m — 11
Ustalamy kiedy A> 0 1 kiedy A= 0 w zaleznosci od parametru m aby ustali¢ ile miejsc zerowych ma

funkcja f(x).
-7m?+18m —11>0
A=18%—4-(=7) - (=11) = 324 — 308 = 16 V16 = 4
1:—18—4:—_22:E:1i m2:—18+4:—_14_
2:(-7)  -14 7 7 2:(=7) -14

2\




Funkcja f(x) ma 2 miejsca zerowe dla m € (1 ;01 %)

. .. 4
ma jedno miejsce zerowe dlam = 1 z

nie ma miejsc zerowych dlam € (—o0; 1) U (1%; +00)

W tej sytuacji funkcja g(x) ma wzor:
0 dlam € (—oo; 1)

2 dlame(1; 13)
g(m) = 1 dla m=1% i wykres:

0 dla me (1%; +oo)7




